THEOREME DE LUCAS

Théoréme
Soit P O C[X].

L'ensemble des zeros de P' est inclus dans |'envel oppe convexe de |I'ensembl e des zéros de P.

Démonstration :

D'apres le théoreme de D'alembert, P est scindé. On peut donc écrire :
k
P=a ” (X =A)"
| =

oules\; (1 < i < k) sont lesk racines complexes de P d'ordre de multiplicité m 0 N’ respectivement.
En dérivant P, on obtient :
Kk k
P=a) m(X —Ai)m‘lrl(x )™
i=1 )=
J#i
On identifie P et safonction polyndéme correspondante (possible car C est un corpsinfini).
k

Onaaorspour XO{\,1<i<Kk}: P':pz Xm)\
i=1 i

Soit p un zéro de P'.
1. SipestunzérodeP, c'est fini.
2. Supposonsp O {A;, 1 <i < k}.Alors:

' k
0=P W _ m

PL) FH-A
- m
En conjuguant : Z=:0
i HA
k
D'ou: ———(u-A)=0
;(H_xi)z
Posons, pour tout i [ 1, k] : a = Lz >0
(M=)
k
Ains : Zai(u—)\i):o avec a,>0

i=1

Soit M I'image de 1 et M; I'image de A; respectivement. Comme [ — A; est I'affixe du vecteur MTM ,ona:

Cequi prouve que: M =bar{(M;, &), 1 <i <k}
Et comme les coefficients a; sont positifs :
M est dans I'enveloppe convexedes M; (1 < i < K)

Ce qui prouve le théoréme.
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