THEOREME DES NOYAUX

Théoréme Théoréme des Noyaux
Soit f O L(E).

Soient Py, ..., Py dans K[X] premiers deux a deux Remarque:

(P1... Po)(f) = Pu(f) 0.... o Pu(f)

(Vair ci-dessous)

Alors: Ker((Py . P(P) = O Ker(P(f)

Démonstration : - . .
EEE— Remarques sur |es polynémes d'endomorphismes :

Par récurrence sur n. Soit f O L(E). On démontre que I'application
) o7 K[X] - L(E)
Etude ducasn =2. NotonsP =P, et Q = P,. P = P(f)

est un morphisme d'algébres. C'est-a-dire :
07(1) = Id, autrement dit 1(f) = Id

Montrons que la somme Ker(P + Ker est directe :
g (P(P) QN (P +AQ)(f) = P(f) + AQ(f) et (PQ)(f) =P(f) 0 Q(f)

Soit x O Ker(P(f)) n Ker(Q(f))
Donc P(H() =Q(H) =0

Comme les polyndmes P et Q sont premiers entre eux, le théoréme de Bézout dans K[ X] permet d'affirmer :
OU,VOK[X] telsque: UP+VQ=1

En terme d'endomorphismes, cela signifie:

L'endomorphisme associé aul
(UP)(F) + (VQ)(f) =1d polynome unité 1 est Id.
Onadonc: (UP)(H(X) + (VQ)()(X) =X (Voir ci-dessus)
Or: (UP)()(X¥) = U(f) o P(f)(x) = U(f)(0) =0
De méme : VQ)(H(X =0
Donc: 0=x
Par conséquent Ker(P(f)) n Ker(Q(f)) = {0}
Ceci prouve: Ker(P(f)) + Ker(Q(f)) = Ker(P(f)) U Ker(Q(f))
Montrons ensuite I'inclusion : Ker(P(f)) O Ker(Q(f)) O Ker((PQ)(f))
Soit x, O Ker(P(f)) alors: P(f)(x)) =0
Donc : Q(f) o P(f)(x1) =0 Des polynomes du méme
Clest-a-dire (QP)(f)(x) =0 endomorphisme commutent. C'est une
Drou (PQ)((x) =0 conséquence de (PQ)(f) = P(f) 0 Q(f)
Donc xi O Ker((PQ)(f))
Sait x, O Ker(Q(f)) dors: Q%) =0
Donc : P(f) 0 Q(f)(x) =0
Cest-adire (PQ)((x) =0
Donc X U Ker((QP)(f))

Soit x O Ker(P(f)) O Ker(Q(f)). Alors
X=Xy + X avec X [ Ker(P(f)) et x, U Ker(Q(f))
Donc x; et x, sont dansle s.e.v. Ker((QP)(f)) donc x aussi.

Onabien: Ker(P(f)) O Ker(Q(f)) O Ker((PQ)(f))
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Montrons enfin I'inclusion : Ker(PQ)(u)) O Ker(P(f)) O Ker(Q(f))

Soit x O Ker((PQ)(f)). Donc : PQ(f)ix =0

On avu plus haut (Bézout) qu'il existe des polynémes U et V telsque:
(UP)(H () + (VQ)(F(X) =X

Notonsy = (UP)(f)(x) et z= (VQ)(f)(X).

Ona: Q(N(Y) = (QUP)(F)(¥) = (UPQ)()(x) = U(f)(0) =0
Donc y = Ker(Q(f))

De méme P(H) (@ = (PVQ)(H)(X) =(VPQ)(f)(x) = V(f)(0) =0
Donc : zU Ker(P(f))

Donc x O Ker(P(f)) U Ker(Q(f))

Onabien: Ker((PQ)(u)) O Ker(P(f)) O Ker(Q(f))

On achéveains I'é&udeducasn=2:

Ker((PQ)(u)) = Ker(P(f)) O Ker(Q(f))

Supposons maintenant : Ker((P; ... P)(f)) = él Ker(Pi(f))

Soit P, tel que les polyndbmes Py, Ps, ..., P, et P, soient premiers entre eux deux a deux.

Alors P,.; est premier avec le produit P, ... P,. D'aprésle casn = 2, on obtient :

Ker(((Py - POP)(P) = 0 Kex(R() 01 Ker(Prus(f)

n+l

Cest-a-dire: Ker((Ps .. PaPnia)(£)) = O Ker(Pi(f)

Le principe de récurrence achéeve alors cette démonstration.
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