REGLE DE RAABE-DUHAMEL

Régle de Raabe-Duhamel

Soit (Un)nen UNe suite de nombresréds strictement positifstelle que:

(o, B) € REx]1; +oo] telsque: Yoa_ g & O(ij
U n nB
n

1. S a<1ldorslasérie 3 u,diverge

2. S a>1adorslasérie 3 u, converge.

Preuve:
Posons, pour n € N : vh = n% u,
o
Pour toutn e N',ona: Yo _ (1+ 1) (1—E+O(ij)
A n n n®
o) )
A n n n n®
Yo _q 4 o(ij olly = min(2, B)
\'A n’
, . 1
Par conséguent, pour toutn e N, ona: In(%] = O(—yj
n n
! A dire * * Vni1 c
Cest-a-dire: ACeR.,INe N,Vne N, (n=N = In(v—js —y)
n
n

- - v,
Or,y € ]1; +oo[, donc la série de terme général In(“—”] converge absolument donc converge.
v,

n

\'

n Y
Mais, par télescopage : ZIn( p+1} = IN(Vpea) — IN(V2)
p=1 p

Donc la suite (In(Vy))nen converge. Notons ¢ sa limite. La suite (V,)nn converge donc vers e’ .
, ) K N ¢
Par conséquent : U, ~ — (ouK=-¢e")
+0 N
D'ou lerésultat cherché. (En utilisant le critére de I'équivalent avec une série de Riemann)

. u . R « .
Remarque: s o < 0 alors, =L > 1, donc (u,) croissante et a valeurs dans R . Donc la suite (u,) ne tend pas
u

n

vers 0 et la série diverge grossiérement.

Régle de Raabe-Duhamel Page 1 G. COSTANTINI  http://bacamaths.net/


http://bacamaths.net/

Régle de Raabe-Duhamd (variante)

Soit (Un)nen UNe suite de nombresréds strictement positifstelle que:

JoeR” telque: ml_g & 0(1)
Up n n

1. S a<1ladorslaséie X u,diverge. (Inégalité stricte et non pluslarge...)

2. S a>1adorslasérie 3 u, converge.

Une démonstration analogue a la précédente serait vouée a l'échec. En effet, on obtiendrait la condition :

)4

Cequi ne permettrait pas d'affirmer la convergence de la série de terme général In (C—“] .
n

En effet, un terme u,, peut &re égal a 0(1) sans étre le terme d'une série convergente. (Prendre u, = +)
n ninn

Démonstration :

Posons B=a—+1>0etvn=i

2 nP

-B
Onaadors: Ve _ (1+1) —1— E+o(i2)
Vi n n n
Supposonsa < 1:
o Y B 1
Posonsy = OHB. 1 1 1 1
2

On adonc: a<y<pB<1i
Donc: P T A

n n n

Il existedonc N € N tel que Vn = N, on ait :

m;:]__l;

Un

Vn+1

Vi

>

Or, > vy, diverge (car B < 1). Donc, d'apres le critere de comparaison logarithmique, 2. u, diverge.

Supposonso. >1:

1 B Y o
Posonsy = OHB. 1 1 1 1

2
On adonc: 1<B<y<a
Donc: 1—E>1—1>1—g
n n n

Il existedonc N € N tel que Vn = N, on ait :

Vi1 >1-Y > Unia

A n Uy,

Or, > v, converge (car > 1). Donc, d'aprés le critére de comparaison logarithmique, X u, converge.
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Exemples:

2x4x..x(2n)

1) Onconsidéerela sériedeterme général :u, =
3x5x..x(2n+1)

Uni1 _ 2n+2

Ona: 1
U, 2n+3 "o
Le critére de D'Alembert ne permet pas de conclure.
1
1+=
Mais: M:_n:(hlj 1—i+o(1j R o(izj
Uy 4,3 n 2n n 2n n
2n

D'aprés le critére de Raabe-Duhame avec o = % , on déduit que la série diverge.

|
2) On considére lasérie determe général : Up = _ et
(nl)z 22n
Ona: Uy _ (2n+2)2n+7) 1
Uy 4(n + 1) n—
Le critére de D'Alembert ne permet pas de conclure.
1+ i + i
2
Mais:  mi___ 20 2n =(1+3+i2) (1—3+o(i2))=1—i+ o(izj
Un 102, 1 2n  2n n n 2n n
n n?

D'aprés le critére de Raabe-Duhame avec o = % , on déduit que la série diverge.
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