THEOREME DU SUPPLEMENTAIRE ORTHOGONAL

Théoréme du supplémentaire orthogonal

Si E est préhilbertien et F est un s.ev. de E dedimension finiealors: F @ F-=E

Démonstration :

Notons n ladimension de F.

Sin=0aorsF={0}, donc F*=E. Donconabien:F & F'=E.

Supposons désormaisn e N |oée dea démonstration;
Soit (ey, ... , €,) une base orthonormale de F. Soit x e E. On décompose x en
Soitx e E. somme d'un vecteur Xg ("trace"
laissée par x sur les vecteurs d'une
n
base orth F
ns: X = Z(Xlej) ej cE orthonormale de F) et du
it vecteur X — xg dont on montre qu'il
Ecrivonsalors: X=(X—Xp) + Xr est démentde £
n n
vie [1,n], (x—xe|e)=(x|e)- D (x|e))(e]q) = (x|e) - D (x|e)8;=0
j=1 j=1
Donc x — x¢ est orthogonal a tous les vecteurs d'une base de F, donc
X—X-e Ft
Ceci prouve: E=F+ F*
Deplus, xeFNF' = x|X)=0 = x=0
Donc Fn F-={0} ,:
Conclusion : FeF'=E

Remargue : maintenant que I'on a prouvé que la somme est directe, on peut définir le projecteur pr (dit

"orthogonal ") associé & la décomposition F @ F=E.
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