THEOREME DE WILSON

L'objectif est de démontrer que : p premier < (p—1)! =-1[p]

Lorsque p est premier, on pose [, = %Z ([Fp est donc un corps)

1. Q)

b)

Comparer les polyndmes P et Q de F,[X] définis par :
P= (x-i)(x-?)...(X—p_—l) e Q=XP1-1

(Pour rechercher lesracines de Q, on pourra utiliser le théoréme de Fermat)

En déduire que: (p-1! =-1[p]

2. Réciprogquement, on suppose maintenant que n est un entier vérifiant : (n— 1)! =-1[n].

a)

b)

Démontrer que le produit 1x 2 x...x n—1 est inversible dans %Z.

En déduire que £/ _ est un corps et conclure.
nZz

1. On suppose que p est premier. F,={0; 1 ; ... ;p—1} est donc un corps.

a)

b)

Rappel ons que dans un corps, un polyndme de degré n a au plus n racines.
Le polyndme P est dedegré p — 1 et possede les p — 1 racines suivantes :
1:..:p-1
Le polyndme Q est aussi de degré p — 1 donc possede au plusp — 1 racines.
Soit a e [F; ; p nedivise pasa sinon on aurait a = 0 [p], Cest-a-dire a= 0 cequi n'est pasle cas.
Comme p est premier et ne divise pas a, on ad'aprés le théoréme de Fermat :
a’*=1[p]

Autrement dit : aPt=1
Donc a est une racine du polyndéme Q. Donc Q posséde les p — 1 racines suivantes :
1:..:p-1
Les polyndmes P et Q sont de méme degré, possedent les mémes racines. Et puisqu'ils sont tous deux
unitaires, ils sont donc égaux : P=Q
Si p= 2, I'égalité est évidente. Supposons désormaisp > 3.
Nous pouvons identifier les coefficients constantsde P et Q . Pour P, C'est :

(—1)"’l Ix2x..xp-1

Pour Q, c'est : — 1. Comme p est impair, on a (—1) P1_1dou:

Ix2x.xp-1=-1

Autrement dit : (p-1)! =-1[p]

2. Réciproguement, soit n un entier vérifiant : (n—1)! =-1[n].

a)

Placons nous dans % 7 Par hypothése, on a:

Ix2x...xn-1=-1

Théoréme de Wilson Page 1 G. COSTANTINI  http://bacamaths.net/



http://bacamaths.net/

Or -1 est toujoursinversible dans %Z. (Eneffet: (-1) x (-1) = 1, donc — 1 est son propre inverse)
Donc leproduit 1x 2 x....x n—1 est inversible dans %Z .
b) Il existedonc k %Z t que: Ix2x..xn-1x k =1

Chaque facteur 1;2;...;n—1 est donc inversible dans %Z , cequi en fait un corps, donc n est premier.

Variante : on peut traiter cette réciprogue a l'aide du théoréme de Bézout :
Puisque n divise (n— 1)! + 1, il existe un entier u tel que:
(n-D!'+1=nu

nu-n-1'=1
Pout tout k € [1; n— 1], on peut trouver un entier v tel que kv = (n — 1)! (puisque k divise (n - 1)!) d'oli :

nu-—kv=1
D'aprés le théoreme de Bézout, n est donc premier avec tout entier k compris entre 1 et n — 1 donc n est

premier.

Conclusion : on a démontré |e théoréme de Wilson :

p est premier < (p—-1)! =-11[p]
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