LEMME DE RIEMANN-LEBESGUE

Premier énoncé : cas d'une fonction continue

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b] avaleurs dans C. Soit A un réel.

i b it
Alors: lim | e f(t)dt=0.
a

A o +oo

Démonstration :

Supposons f = 1 sur [a, b]. Alors, pour A O RY :

jbé*t dt| =
a

Supposons f en escalier sur [a, b]. Alors, sia=ay<a; <a, < ... <a, = b est une subdivision de [a, b] adaptée &
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f, il existe des constantes A4, Ay, ... , A, tellesque:

n
f=D NXiaal
i=1

D'apreslarelation de Chasles:
b . ul a .
eMftydt=> A | Mot
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D'ou, pour A O RY : U eMf(t) dt
a =

Supposons enfin f continue sur [a, b]. Soite O RY.

Comme I'ensemble des fonctions en escalier de [a, b] dans C est dense dans I'ensemble des fonctions continues
de[a, b] dans C pour lanorme uniforme, il existee: [a, b] — C enescdlier telle que:

If —ell. < €
Ecrivons: f=(f-e+e

Or, pour tout A O R ;

b iAt b
U SN (FO-em)at|< [ 7O -e0lct <IIf -el(b-a) < e(b-2)

Et d'autre part, comme e est en escalier, on a:

b .
At
Uae' e(t)dt‘ 0DpgEo

b .
Clest-a-dire: Do ORY, OANORY, A= 2o = U eMet) dt| <€)
a

On en déduit que pour tout A tel queA = Ag>0,0na:

<gb-a)+e

U "M F(1) ot

b .
Ce qui signifie bien: im | eMf)dt=0
a

I
A = +oo
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Remarques :
» Ceraisonnement fonctionne encore si on suppose f continue par morceax sur [a, b].

« Sifestdeclasse C' sur [a, b], une simpleintégration par parties suffit & prouver le lemme (voir énoncé 2)

* S festavaeursdans C, le passage alapartie réelle et ala partie imaginaire donne :

. b - . b . _
lim Lcos()\t)f(t) =0 & lim J'asn()\t)f(t) dt=0

Deuxiéme énoncé : cas d'une fonction de classe C*

Soit f une fonction de classe C! sur un intervalle [a, b] avaleurs dans C. Soit A un réel.

: b it
Alors: lim | eMf(t)dt=0
a

A - 4o

Démonstration :

Lesapplications f ett > €' étant de classe C* sur [a, b], on a, par une intégration par parties:

iAt

b it P . , b,
J'ae|)\t f(t) dt = {f(t)%} - :?T fl@)dt= % {f(b)e'?\b _ f(a)e”\a _ja gt £ (1) dt}

D'ou:
b . b
Uae'“f(t) dt| < ﬁ[|f(b)|+|f(a)|+J.a|f'(t)|dt}
NotonsM = sup |f'(t)| (existe car, par hypothese, f' est continue sur le compact [a, b])
tOfa, b
Ains :
b At 1
0< jae f(t) dt| < N[|f(|o)|+|f(a)|+(|o—a)M]
D'ou:

b .
lim | eMf(t)dt=0
a

A -+
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