SERIE HARMONIQUE ALTERNEE

On présenteici diverses méthodes qui établissent le résultat :

0 n-1
z( D =ln2
n=1 n
. . ()™t . :
On précise, au préalable, que la série de terme général u,, = - reléve du théoreme spécial a certaines

series alternées (T.S.C.S.A.). C'est-&-dire vérifie lestrois hypotheses :
(i) vne N, ty = (=2)" Hun|
(i1) lasuite (Jun|)n > 1 €t décroissante

(iii) lasuite (Uy)n > 1 tend vers 0
En conséguence la série considérée est bien convergente.

Ceci dit, certaines des méthodes ci-dessous redémontrent ce résultat.

1. Intégration d'une série géométrique

n o/ q\p-1 n-1, 1\p
Notons, pour tout n e N : S = z( AR ol )
er} p _r) p+1
1 1
L'astuce est de remarquer que: — = _[ tPat
p+1 Jo
n-1 .9 n-1
Onaalors: S = ZJ’ (~t)Pdt= IJZ(—t)pdt
0 0
p=0 p=0
n-1 n
1-(-t)
Or, pour tout t € [0, 1], on a: —t)P =
p el0 1] 2 (0P=——
p=0
\ 1 )" )"
D'ou: = | —dt- da =ln2- | —=dt
S -[01+t -[0 1+t 0l+t
)" Lt
Onadonc: —-In2I< || ~—~di < dt
S | .[o 1+t -[01+t
tﬂ
Or, pour tout t € [0, 1], on a: <t"
1+t

1 th 1
En intégrant cette inégalité entre O et 1: J'lt dt < Iot“ dt

ol+t
1 tn+1 1 1
Et comme:: ‘[ t" dt= =
0 n+lj, n+l
. 1
On adonc: S —In2| <
n+1
En conséquence S, admet bien une limiteet : lim S =1In2
n— oo
o (_q\n-1
On aprouvé z( D 2
n=1 n
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2. Utilisation d'un développement en série entiere avec étude sur le cercle de convergence

On utiliseici le développement en série entiére en 0 de l'application :
X = In(1+ x)

On sait que le rayon de convergence de cette sérieentidreest R=1 et ;

vxel-1,1[, In(1+x) = i(_l—r)]nl X"
n=1

On adgadit, plus haut, que cette somme est convergente encoreen x = 1.
Ceci dit, nous avons besoin d'un argument de continuité (en 1) pour affirmer que la somme (pour x fixé égal a
1) est égalealn 2.

_1q\n-1
Pour cela, nous allons montrer que la série (d'applications) z& x" converge uniformément sur [0, 1].

n=1

_1q\n-1
En effet, pour tout x e [0, 1] fixé, la série numérique Z% x" converge d'aprésle T.S.C.SA..

n=1

On aalorslamajoration du reste suivante :

(GO G e I |
X)| = — X | < /——X <
el z k n+1 n+1
k=n+1
3 1
En conséquence : IRall. = sup [Ra(X¥)| <
x€[0,1] n+1

Ce qui prouve que la suite des restes converge uniformément vers 0 sur [0, 1], donc la série d'application

_\n-1
z—( 1r)1 x" converge uniformément sur [0, 1] et donc, par continuité de sa somme sur [0, 1], on obtient :

x—1"

o) (_1)n—1 e ~
Z:; e limIn(1+x)=In2

Remargue : on pouvait également utiliser le théoréme de continuitéradiale

3. Utilisation d'un théoréme d'interversion des symboles

On considére la suite d'application (fn)n < v définies sur [0, 1] par :

_ y2n+2
fal) = 22X

1+ X

1
Nous allons prouver que _[0 £ (x) dx admet une limite (lorsque n tend I'infini) que nous calculerons.

On congtate, dans un premier temps, que la suite (f,,) converge simplement sur [0, 1] versI'application f

o s xe[0,]
définie par : f)=41+x

Os x=1
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Comme f n'est manifestement pas continue en 1, les théorémes classiques ne sappliquent pas.
Nous allons vérifier les différentes hypotheses du théoréme de convergence dominée :

() Vn e N, f,, est continue (par morceaux) sur [0, 1] (et donc localement intégrable sur [0, 1])

(i) lasuite (fo)n v CONVerge simplement vers une application f continue par morceaux sur [0, 1]
(i) hypothése de domination : il existe une application ¢ (a savoir x — % pour x € [0, 1]) positive,
+ X

continue (par morceaux) et donc intégrable sur [0, 1] telle que :
vne N, |fol < ¢ sur[0, 1]
Du théoréme de convergence dominée pour l'intégration sur un segment, des suites d'applications convergeant

simplement, on déduit :

_[Olfn(x)dxadmet unelimiteet : lim f (¥)dx= _[Olf(x)dx

n—+%

On adonc: lim f (¥ dx=1In2

n— -+

Remarqgue : on pouvait aussi utiliser e théoréme de convergence monctone.
Maintenant, nous allons calculer cette limite différemment, en remarquant que :

1 2n+2 2n+2

vx e [0, 1[,fn(x)=%—( X 1oy Z(X)

On congtate, a posteriori, que le premier et le dernier membre ci-dessus sont encore égaux s x = 1.

On adonc:
1 n_ .1 n 1 1 2n+1(_1)k
dx = 2k 2k+ldX= ( _ ):
-[of"(x) X ;on X ; 2k+1 2k+2/ & k+1
D'oll : lim f (X) dx = z(‘l)k
' n—+o B 0 k+1
Cequi prouve bien que: =In2
k=0
4. Utilisation de l'inégalité de Taylor-Lagrange
On considére I'application : f:[0,1] =»>R
X = In(1 +X)
festdeclasseC” sur [0, 1] et : vxe[0,1], f'(})= —
On montre alors, par récurrence sur k e N, lapropriété::
Dk Lk — !
(9 vx e [0,1], fHpy= E_KI!
@+x
e Lecalcul de f' ci-dessus montre qu'on a g (1).
e Soitk e N". Supposons g (K) :
)k — 1)
vx e [0, 1], Y9 =(—
[0, 1], /79 @5 X
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(-D*K!

En dérivant, on obtient : vx e [0, 1], f*V(x) = Qo0
D'ol p(k+ 1).
On amontré: e e(vke N, pk = pk+1)
Du principe de raisonnement par récurrence, on déduit :
vk e N, p(K)
Cest-a-dire: vk e N, vx € [0, 1], fM(x) = %

Comme f est de classe C”, I'inégalité de Taylor-Lagrange appliquée & f al'ordren € N’ sur l'intervalle [0, 1]

permet d'écrire :

oA Y
f(l)_; k! |< (n+1)!

OU M est un majorant de |f™%| sur [0, 1]. Avec M = n!, et tenant compte du fait que f(0) = 0, on obtient :

1
n+1

<

N/ k-1
In2 - Z—( D
k=1 k

On en déduit que la série harmonique alternée converge bien et que:

o0 (_1)k
; k+1

=In2

5. Utilisation d'un développement asymptotique de la somme partielle de la série harmonique

n

On sait que : zlzlnn+y+0(1)
ok
2n 1
Deméme: Z—zln(Zn)+y+o(1)
ok
2n 1
Par différence, il vient : z —=In2+0(1)
k:n+1k

Montrons, par récurrencesur n € N, la propriété :
2n

1 2n -1 k-1
@®12§=;(i

k=n+1

. Comme%=1— %,onago(l).

. * 2n 1 2n (_1)k—l
e Soitne N et supposons ¢ (n): z _:z_
k=n+1 k=1 k
Alors:
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2n+2 1 2n 1 1 1 1 2n (_1)k—1 1 1 2n+2(_1)k—1
~ = =+ + - = + - = z
ok &k 2n+1l 2n+2 n+l 4~ K 2n+1 2n+2 &~ Kk
D'ol p(n+1).
On amontré: pDe(Wne N, ph) = p{h+1)
Du principe de raisonnement par récurrence, on déduit :
vne N, p(n)
2n 2n ¢ a\k-1
Cest-a-dire: vne N, z 1_ 560
ok -k
=n+1 k=1
2n (_1)k,]_
On adonc: Z—=In2+0(1)
k=1
o — > (D
D'oll, par passage alalimite: z =In2
L
6. Utilisation d'une somme de Riemann
2n 2n k-1
) . 1 -2
Onavuque: VneN,kZE_Z 5
=n+1 k=1

Egalité qui sécrit encore : vne N, =

On reconnait, dans le second membre, une somme de Riemann qui secalculeains :

On considére I'application f définiesur [0; 1] par f(X) = %
+X

n 1
Onaalors: lim * ZL: I 1
n—+ow N k 01+ X
k=114 —
n
n
1
lim =ln2
N—+o0 kz:l n+
o (k-1
D'ou : z(l) =In2
k=1 k
7. Utilisation du théoreme des suites adjacentes
n o/ q\p-1 n-1, 1\p
Notons, pour tout n e N” : S = z( DA G
i P oo P+1
Et: Uy = SZn et = SZn+l

On a, pour toutn e N :

Vn_un:SZn+l_SZn:

—
2n+1 Moo
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1 1

Uni1 — Un = -Sn= - 20
n+1 n SZn+2 SZn on+1 on+ 2
1 1
Vi1 — Vo = - =— + <0
n+l n SZn+3 SZn+l on+ 2 n+3

Cequi prouve que les suites (up) et (v,,) sont adjacentes. Notons ¢ leur limite commune.

Comme les suites extraites (Sn) e (Sn.1) convergent vers une mémelimite ¢, il en vade mémede (S).

Montrons maintenant que pour tout n € N’ et tout x € R, :
2n k-1 k 2n+1 (_1)k—1xk

z(‘l)szm(ux)s ZT (%)
k=1

Il suffit d'étudier les variations de lafonction f définie sur R, par :

2n o a\k-1,k
F9=In(L+x) - Z(DTX

k=1

Cettefonction f est dérivable sur R et pour tout x € R, :

1) — 1 _zn_k—lk—l
Fo=1= kZ:l( DX

2n 2n
1k1 1-(—x)
Or: SRkt
kZ:‘i( ) 1+x
X2n
D'olr : )= =20
1+X

Lafonction f est donc croissante sur R, et comme f(0) = 0, elle est positive sur R..
Ce qui prouve la premiéreinégalité de ().
On montre, de méme, la seconde inégalité de (>¢) en éudiant lafonction g définie sur R. par :

2n+1 k-1 k
gy =y L2 X

k=1

—In(1+x)

En particularisant x = 1 dans (), on obtient :

U <In2<v,

Et comme les suites (uy) €t (Vi) convergent vers ¢, un passage alalimite donne :

/=In2

0 [ n-1
D'ou : z(l) =In2
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