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THÉORÈME SPÉCIAL À CERTAINES SÉRIES DITES ALTERNÉES

Théorème  Théorème spécial à certaines séries dites alternées

Soit un
n�0
� une série vérifiant les conditions suivantes :

i) (un) est à signes alternés : (∀n ∈ � , un = (−1)n |un|)  ou  (∀n ∈ � , un = (−1)n+1 |un|)

ii) la suite (un)n ∈ �  converge vers 0

iii) la suite (|un|)n ∈ �  est décroissante.

Alors dans ces conditions :

la série un
n�0
� est convergente et son reste Rn = uk

k n� +
�

1

vérifie :

sgn Rn = sgn un+1  et  |Rn| �  |un+1|

Démonstration :

Posons : Sn = 
0

n

k
k

u
=
�

On suppose que : ∀n ∈ � , un = (−1)n |un|

(Le cas ∀n ∈ � , un = (−1)n+1 |un| est analogue)

Considérons les deux suites (an) et (bn) définies par :

an = S2n+1  et  bn = S2n

• On a :

∀n ∈ � , an+1 − an = S2n+3 − S2n+1 = u2n+3 + u2n+2 = −|u2n+3| + |u2n+2|

Et comme la suite (|un|)n ∈ �  est décroissante :

∀n ∈ � , −|u2n+3| + |u2n+2| � 0

Donc ∀n ∈ � , an+1 − an � 0

La suite (an) est croissante.

• On a :

∀n ∈ � , bn+1 − bn = S2n+2 − S2n = u2n+2 + u2n+1 = |u2n+2| − |u2n+1|

Et comme la suite (|un|)n ∈ �  est décroissante :

∀n ∈ � , |u2n+2| − |u2n+1| �  0

Donc ∀n ∈ � , bn+1 − bn �  0

La suite (bn) est décroissante.

• On a :

∀n ∈ � , bn − an = S2n+1 − S2n = u2n+1 n
→

→∞
0

Les suites (an) et (bn) sont donc adjacentes. Notons S leur limite commune. On a donc :

∀n ∈ � , S2n+1 �  S2n+3 �  S �  S2n+2 �  S2n

De l'encadrement S2n+1  �  S  �  S2n, on déduit :

u2n+1 �  S − S2n �  0
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De l'encadrement S2n+1  �  S  �  S2n+2, on déduit :

0 �  S − S2n+1 �  u2n+2

On a donc : (✳)  2 1 2
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Ceci prouve déjà : sgn(R2n) = sgn(u2n+1) = négatif

sgn(R2n+1) = sgn(u2n+2) = positif

On peut donc affirmer : ∀n ∈ � , sgn(Rn) = sgn(un+1)

De plus, en passant aux valeurs absolues dans (✳), il vient :

2 2 1

2 1 2 2

0 | | | |

0 | | | |
n n

n n

R u

R u
+

+ +

�
�
�

� �

� �

On peut donc affirmer : ∀n ∈ � , |Rn| �  |un+1|


