THEOREME SPECIAL A CERTAINES SERIES DITES ALTERNEES

Théoréeme Théoréme spécial a certaines séries dites alternées

Soit Z U, une Série vérifiant les conditions suivantes:

n=0
i) (u,) estasignesaternés: (OnO N, u, = (-1)" Ju))) ou (OnO N, uy = (-1)™ |ua))
ii) lasuite (uy), g converge vers0
iii) lasuite (Ju))n o €st décroissante.

Alors dans ces conditions :

lasérie Zun est convergente et son reste R, = Zuk vérifie:

n=0 k=>n+1

Sgn Rn = Sgn Un+1 et |Rn| < |un+l|

Démonstration :
n
Posons : S = z Uy
k=0

On suppose que: OnON, Uy =(-1)" Jug|
(Lecas On O N, u, = (-1)™* |u,| est analogue)
Considérons les deux suites (ay) et (b,) définies par :
3 =S &t by =S,
« Ona:
On O N, @1 = 8 = Snea = Sonet = Uznea + Uznez = —Uznesl + [Uznez
Et comme la suite (Jun[)n o« st décroissante :
On O N, —|Uznsa| + |Uzns2| = O
Donc OnON,au;—a,=0
Lasuite (a,) est croissante.

e Ona:
On O N, bnia = by = Sz = Son = Uznez + Uznea = [Uznszl = [Uznl
Et comme la suite (Jun[)n o« €St décroissante :
On O N, |uzns2] = [Uznea| < O
Donc OnON,bw—b,<0
Lasuite (b,) est décroissante.

« Ona:
OnON, by — 8, = Sne1 — Son = Uonea oooo. 0
Les suites (a,) et (b,) sont donc adjacentes. Notons Sleur limite commune. On adonc :
OnON, St < Sz < S< Snp < Sy
Del'encadrement S,y < S < Sy, on déduit :

Une1 S S—= 5 <0
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Del'encadrement Syny < S < Sy40, ON déduit :

0 < S— S < Uonz

Onadonc: (D) { Uznss < Ron <0
0< Ron1 S Uiz
Ceci prouve déja: sgn(Ron) = SgN(Uone1) = négatif
SON(Ron+1) = SAN(Uzns2) = positif
On peut donc affirmer : On O N, sgn(R,)) = sgn(Un+1)

De plus, en passant aux valeurs absolues dans (0), il vient :

{ 0<|R2n| |u2n+1|

<
0< | R2n+1|< |u2n+2|

On peut donc affirmer : On O N, [Ryl < Un+]
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