INTEGRALES DE WALLIS

Il sagit, pour n 0 N, desintégrales suivantes :

n I 1 1
h= [ Feosdt d=[FEn)d K= [T a-t)d L= @)
0 0 1 -

Calcul de I, par IPP

On aimmédiatement : | = g etl, = J.Ecostdt =1.
0

n+l

Pour tout n = 0, onapar IPP: (u(t) = (cost) et V'(t) = cost)

Ine2 = I 2 (cost)"** cost dt = [(cost)“”sint} 2+(n+1) I 2 (cost)"(sint)? dt
0 0

Ine2 = (n + 1)(|n - |n+2)

_n+l
|n+2— _In
n

+2

. n-1
(Variante: I,= —1,,_, pour tout n > 2)
n

Onendéduitimmédiatement:I2:EIO:E ; I;;:Eh:E ; |4:§|2:3_Tr
2 4 3 3 4 16
Formule générae:
Si npair (n=2p) |2p:2p—_1x2p_3x _><1|O
2p 2p-2 2

@pin_ _ Chm
- 22p+1(p!)2 - 22p+1

2p

2p ><2p—2>< 2

Sinimpar(n=2p+1 lopyy = ——— X =
pair ( p+1) 2p+l 2p+1 2p-1 3
L= 2P’
2p+l — (2p+1)'

Calcul de J,, en se ramenant a |,

I .
En posant u = 5 t, on obtient :

= J‘E(Sint)ﬂ dt= J‘_Og(sin(g—u))“ (-du) = J.Og(cosu)ndUZIn

Calcul de K, en se ramenant a lons1

En posant u = Arcsint. (Bijectionde[-1; 1] dans[—g, g]). Onadonc:t=snu.

22n+1(n!)2

1 n
K:I 1—t2”dt:“‘2 cosu)?" cosudu =2 Iy =
n _1( ) _(cosu) = o)

2

Calcul de L, en se ramenant a K,

P SN I o i (L)
Ln_j_l(t )"t = (-1) e T
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Equivalent des intégrales de Wallislorsque n tend +o

On raisonne avec la suite (1,).

Ona,pourtoutnDNettouttD[O,g]: 0 <cos™t<cos't

En intégrant pourtallantdeoag: 0<lpi<|I,

En conséquence, la suite (1) est décroissante.

Onadonc:

Et commel ., >0:

| +2
Or, onavu que: n_ - I (1)
I n+2 n+1
D'ou: 1< Jna  N*2
I o n+1
s I Lo N
Par encadrement, on en déduit que —"*1 admet une limite égale a1 en +oo.
n+2
Autrement dit : In ~ lna (2

+o00

Montrons enfin que la suite (u,) définie par u, = (n + 1)l 1,41 st constante :

. . T
Lasuite (uy) est donc bien constante. Et comme ug =1q1; = > ona:0OnON,u,= —

@
U1 =(N+2) lnsa ez = (N+ 1) Inlhea = Uy

En multipliant I'équivalent (2) par (n + 1)1, :

D'ou :

On retiendra ce résultat trés utile :

(M+D)12 = u = 2
+o0 2

- V2(n+1) +o0 \/7
Og(cost)”dt ~ \/%

+o00
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