REGLES D'ABEL POUR LES SERIES ET POUR LES INTEGRALES

Régle d'Abel pour les séries

Soit (g,) une suite de réels positifs, décroissante et convergeant vers 0.

Soit (a,,) une suite de complexestelle que:

MOR,OnON, <M

n
Z p
p=0

(Majoration des sommes partielles)

Alors la série de terme général €,a, est convergente.

Démonstration :

Posons : A, = Zap
p=0
Ainsi : Ap=a, et OpON’, a,=A, - A,
n
Posons également : S = Zspap
p=0

Nous alons montrer que la suite (S,) converge :

Si=g0d0+ D ep(A, ~Ayy)
p=1

n n-1
Si=edot Y €Ay = Y Epuhy
p=1 p=0

Cette derniére écriture est souvent appelée
"transformation d'Abel". On notera l'analogie

avec uneintégration par parties.

n-1
S=eAt D (€ —Epn) A
p=0

e Lasuite (A,) est bornée et la suite (€,) converge vers 0 donc la suite (g,A,) converge aussi vers 0.

n-1
e Deplus: Zlep—ep+l||Ap|< M(go — €1) < Mgy
p=0

Lasérie de terme général (g, — €5+1)A, est donc absolument convergente, donc convergente (car C est complet)

On en déduit la convergence de la suite (S,), c'est-a-dire la convergence de la série de terme général €.a.,.

Application :

e no

Montrer que la série z est convergente.

n=1
1

On pose, pour n O N : a,=¢em etenzﬁ

Il est clair que lasuite (g,,) est strictement positive, décroissante et tendant vers 0.

n
Zap

p=1

Montrons que les sommes sont majorées:
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e /i ing i(n+1)8
e'eeT(e7—e_7) e 2 sin(nej

n,oo ovp €1 (e _q)
S

n
p=1 p=1 e2|e2 —g2

1

< ——

SN —
2

D'apreslaréegle d'Abel, on déduit la convergence de la série de terme généra

D'ou:

n .
3o
p=1

in®

Regle d'Abel pour lesintégrales

Soienta O R, f (resp. g) une application de [a, +oo[ dans R (resp. C) telsque:
i) festdeclasse Csur[a, +oof

ii) f est décroissante et de limite nulle en +co

iii) g est continue sur [a, +oof

iv) g vé&ifielacondition :

MO RY, O(x, y) O ([a, +[)?, <M

[ Xyg(t) dt

Alors, l'intégralei mproprej " f(t)g(t) dt converge.
a

Critére de Cauchy pour les intégrales impropres :

Démongtration :
Soit f continue par morceaux sur [a, +oo[

On utilise le critére de Cauchy pour lesintégralesimpropres. o
I f(t) dt converge ssi :
Soiente O R et x ety dans[a, +oof avec x <. :
De0 R, K O[a, +oof, O(x, y) O ([a, +oo[)?,
Notons G laprimitive de g qui Sannuleena:

y>x=2K = <€

J.ny(t)dt

609 = [ g

D'aprés les hypothésesi) et iii), on peut procéder al'intégration par parties suivante :

[ roewa=roemli- [ rosod

D'aprés I'hypothése iv) : O(u, v) O ([a, +o[)?, J-Vf(t)g(t) dt| < M
Donc en particulier : Ov 0 [a, +oo, U " fHgt)d < M

Donc: OtO[x y] O[a, +oof, G(t) < M

Dou: ‘ [ roa@a| < Marear+ oD+ M [l ol

Et comme d'apresiii), f est positive sur [a, +oof et f'négative sur [a, +oof :

I Foad] < M9 + 1) - ATO) = F9) < 2Mf)
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Mais comme f tend vers 0 en +o, on a:
(K O [a, +oof, Ox O [a, +oo[, (x = K = 2Mf(X) <€)

Récapitulons:

De 0 RY, 0K O [a, +oof, O(x, ) O ([, +o[), (y > x> K = U T r0g dt| < g)

Ce qui prouve (viale critéere de Cauchy), la convergence de I'intégrale impropre j:o f(Hg(t)dt .

L +00 jt
Application : soit a 0 RY. Etudier lanature de l'intégrale impropre : I, = J. te—adt
1

e fith iaest de classe C sur [1, +oo[, décroissante et de limite nulle.
t

o g:t+> €'est continue sur [1, +oof et vérifie:

jxyg(t)dt‘: nye” dt‘:

Donc I'intégrale impropre |, est convergente pour tout o O R.

eiy _ eix
i

O(x, y) O ([1, +e[)?, <2

Remarqgue : on retrouve évidemment ce résultat par une intégration par parties:

eit

tC(

1

Ona: m
t

it
Donc I'applicationt e—est intégrable sur [1, +oo s et seulement s a > 1.
t(}

Recherche du domaine de convergence :

Uneintégration par parties donne:

x gt glt X a ¢x et
Dxm[1,+oo[,j Sd=| = +_—j _dt
1t it ], 1 J1it®

% At
Commea O RY, le crochet tend vers 0 lorsque x tend vers +o. De plus I'intégrale .[ %dt converge car
1t
eit
I'applicationt

to(+1

est intégrable sur [1, +oo[.

On en déduit : Do ORY, I, converge
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