THEOREME DE D'ALEMBERT

Théoréme

Tout polynéme P non constant de C[X] admet au moins uneracine dans C.

Les démonstrations données ci-dessous font appel au raisonnement par |'absurde. Plus précisément : si on

suppose I'existence d'un polynéme P non constant et sans racines, alors on aboutit & une contradiction.

Démonstration 1 : utilisant I'identité de Taylor pour les polynémes
Soit P O C[X] avec P non constant et sansracines (dans C).
On note encore P I'application polynomiale de C dans C associée au polynéme P.

Comme P est non nul (puisque non constant), on peut noter n=deg P avecn ON’.

n
Notons également : P:Zakx" aveca,# 0
k=0
Considérons |'application : »:C - RY
z = |P(2)]
Ona:

(2) : ¢ est continue sur C.
2): lim ¢(2) = +oo.

|2] - +eo
(3) : ¢ est minorée sur C et atteint son minimum
Preuve:
(1) : L'application P de C dans C est continue car polynomiale.
L'application "module” : |.]: C > RY
I'est également. En effet, nous savons que :
O(x,y) OC M- Wl < k-]

Soiente O RY et (x,y) O C>

S x-y|<edors|x-ly|<x-y <¢€
On adonc bien:

De 0 RY, M O RY (@savoirn =1), 0(x,y) O C (x—-yl<n = [X- il <e)

Ce qui prouve que |'application "modul€" est uniformément continue, donc continue sur C.
Par composition d'applications continues, on déduit la continuité de ¢.
(2) : Commen O N, car P est supposé non constant, on peut écrire, pour z# 0:
1 n-1
P(2 =2" [an + ?kz;)akzkj

Or, on sait que:: O(x, y) O C? x+yl = X — Wyl
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n-1 n-1
Dou P@)| > |z|”(|an| Sy B j > |z|”(|an| - 'ik_'kj
k=0 Z prlV|
n-1 | |
Et commen-k>0,ona: lim ak_ =0
2] 40 =t 707K
k=0

’ . a
Par conséquent, en choisissant € = 7”

AORY, 020G, (4> A = > & [l
Sl 2
D'ou: lZ4>A = |P(2)|> |z|”%
Enfin, comme:: ‘Z‘Ii%nlo 2" = +o0
On déduit, par comparaison : ‘Z‘Iianlo [P(2)| = +oo
D'ou (2) : ‘Z‘Ilnzm (2) = +oo

(3) : Lerésultat (2) sécrit encore :
ODADORY BORY,0zOC, (4= B = ¢(2) = A)
En particulier pour A= ¢(0) : BORY,0zOC, (I4=B = ¢ = ¢(0))

D'aprés (1), ¢ est continue sur € donc sur le compact D = {z O C tels que |7 < B}. Donc ¢ est bornée sur D et
atteint ses bornes:
[z O D, ¢(z) = inf ¢(2)
z0D

Comme 0 [0 D, onadonc : 0zOGC, (4=B = ¢(2 = ¢(0) > d(z))
D'ou: d(z) =inf ¢(2

20C
Ce qui prouve (3) : ¢ est minorée sur C et atteint son minimum

Venons-en maintenant au coaur de la démonstration.
Nous allons montrer qu'il existe un complexe ztel que ¢(2) < §(z).

Appliquons I'identité de Taylor pour les polyndmes :
(n)
Oh DT, P+ h) = P(zg) + Pz .. + ——20) n(|ZO) .

Comme P est supposé sansracines: P(z) %20

En outre, comme P est de degrén : PW(z)=nl a,z 0

Les nombres PY(z,), pour 1 < j < n, ne sont donc pas tous nuls.

Soit k le plus petit entier tel que P®(z,) # 0. (Cet entier existe car n > 1 puisque P est non constant)

(%) (n)
Onaadors: thoc, P& gy PP@) ey P(Z)
P(z) P(z) k! P(z,) n!
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PO (2)

Posons, pour j O [k, n] : = _
37 P!
n
Ainsi : ghoc, PRt o g gk D ah/
P(z0)
Distinguons deux cas
Casl:k<n
Ecrivons h=pe® e a,=re% (avecp>O0etr,>0car P¥(z) # 0)
n sy
Ainsi: Op O RY, 00 01 [0, 21, PPN _ g 4 g gvoran > rpletiere)
P(z) :
j=k+1
L'idée est de choisir 6 tel que: ko +oac=Tt
Ainsi : OpORY, M rp+2rp' g+
P(2)
j=k+1
i0 n )
Par passage au module : Op ORY, 9z +pe) [1 -k + z r;p’
6(2) S
PosonsM = maxr; , ansi :
k+1<J<n
elB n .
mpo RY, QZ*PED) 1y e M > ol
$(2) S
+l
En choisissant p inférieur a1, on a: Z p’
j=k+1
i0 k+1
D'ou, pour p 010, 1] : 9z +pe) [1-r p"|+'vIL
$(z) 1-p
Commer,>0etp>0,ona: 1-rof<1
k+1
Par ailleurs: lim Mp =0
p-0 1-p

. . W Mpk*t
Et en choisissant p assez petit, onadonc: [1-rp |+ —— <1

1-p
Dot 0@+ pe®) < d(z)
Cas2:k=n
Alors, en reprenant les notations ci-dessus :
$(z +pe”) ) K
<[1-rpf<1
6(2)) ‘
Dod (20 +pe®) < (2)

Danstous les cas, on a contredit lacondition:  ¢(z) = igtc d(2
Z

D'ou le théoreme de D'Alembert.
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Démonstration 2 : utilisant un développement en sérieentiére

Lemme : (formules de Cauchy)

Soit f lasomme d'une série entiére de rayon de convergence R>0:
f@= a,7"
n=0

1 m 0y o-ind
On pose: OnON, Or 0]0, R, In(r)=—J‘ f(re®)e ™ do
21 J -n

Alors: I(r) = a "

Preuve du lemme :

Lasérie entiére Z a,z" convergeant uniformément sur le disque de centre O et darayon r, on peut permuter les
n=0

g/mbolesj- et z dou:

1 ¢m ) » 1 T G 1 < T
I N=— rele e in6 de: = rkelke e ino de - rk eI(k ﬂ)e de
n() Zﬂj—nf( ) Zﬂj‘—n;)ak ZﬂkZ:(:)ak I—n

T .

or, j el kM8 4 = o33,
=Tt

D'oll In(r) = aqr"

En particulier : lo(r) =ao

Ce qui prouve le lemme.

Corollaire : (Théoréme de Liouville)
Soit f lasomme d'une série entiére de rayon de convergence R = +co ;

Si f est bornée sur C, dors f est constante !

Preuve :

Si f est bornée sur C, dorson peut définir :
Ifll = sup |f (D)
z0C

Danscecas,ona:
1

OnON, Or OR,, I(n)] <
21

T
<Al [ ™0 = Il
Cest-a-dire, d'apréslelemme:
OnON, Or O R, ar" < ||flko
Donc, pour n > 1, en faisant tendrer vers +o, il apparait que :
OnON a,=0
D'ou 0zOC, f(2 =ag

Donc f est constante sur C.
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On en déduit le théoreme de D'Alembert :

Soit P O C[X] non constant et sans racines. On peut alors définir lafraction rationnelle f =

o~

D'aprés nos hypotheses, f est bornée car P est suppose sans racines.
De plus, comme P ne sannule pas, f est dérivable sur C, donc holomorphe donc analytique.
Donc f est développable en série entiére avec R = +co,

Et d'aprés le théoréme de Liouwville, f et donc P est constant. Contradiction.
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