REGLES DE D'ALEMBERT ET DE CAUCHY POUR LES SERIES A TERMES REELS POSITIFS

Lemme Test de comparaison logarithmique

Soient deux séries de termes généraux respectifs u, et v, strictement positifstelsque:

u V,
OnON, —tL < S0t

V,

n n

Alors:
1. Si X v,est convergente, il en est de mémede X uy,.

2. S Y u,estdivergente, il en est de mémede X v,.

Preuve:

. : " u u ] N u u
Puisque U, et v, sont strictement positifs, ona: —1 < 1 et par récurrence immédiate : — < 2
VAPEERRA vy Vo

Uy . .
Enposant A = —2 | il vient u, < AV,
Vo

Si lasérie X v, est convergente, il en vade mémedeA X v, d'ou 1.
2. est la contraposée de 1.

Ce critére de comparaison sera utile dans la démonstration de larégle de d'’Alembert et celle de Raabe-Duhamel.

Remarque : ce résultat reste encore valable avec la condition :

u V,
hydN,OnON, (n>ny => g N
un Vn

Reégle de d'Alembert

Soit une série de terme général u, strictement positif :

1) Sil existeunréel g<1tel que: On 0N, Uner o g, lasérie X u, est convergente.
u

n

2) Silexisteunréel q= 1tel que: On O N, tnea g, lasérie X u, est divergente.
u

n

3) Enparticulier, s Y1 3 unelimite¢ OR O {+00} alors:
n

e Si/<1 las&ie X u,est convergente.
e Si/>1, lasérie X u,est divergente.

e S /£ =1, on ne peut pas conclure (sauf si [0n > ny, U, < Uy auquel cas la série est trivialement

divergente)
Preuve:
. u
1) Posonsv,= q"(g<1). Ains X v, est convergente. Or Vo1 - g. Onadonc —1 < Yo
Vn un Vn

D'aprésle lemme, lasérie Y. u, est donc convergente.
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) . ) u v,
2) ldem mais cette fois-ci (q = 1) X v, divergeet ona —*L > T+l

n Vn

Donc toujours d'apres le lemme, la série X u, est divergente.

3) » S/<laorssoitqtel quel<qg<1. Pournz=ngona: Y o g, d'ou lerésultat d'apres 1.

* Si/>ldorssoitqtel quel<qg</{.Pourn=ngona: Y g, d'ou lerésultat d'apres 2.
n

[of
e Si /=1. Considérons la série de Riemann de terme général unzia.Ona lim U _ lim (L]j =1.
n

n- 400 un no+o \ N+

Or, la série donnée converge si a > 1 et diverge s a < 1. On ne peut donc pas conclure.

Exemples:

x" Uns1 X x"
e Uy=— (x>0).0Ona—"==—— - 0donc X u,converge. Et donc — — 0!
n! h n+1 n!

1 .
—<1s x>1donc Xu, converge
X

1 u X2+ x
— (x>0).0na ntl -
X"+ — tn

n

. ' 1 .
] i1s x=1maisdorsu, =3 donc X u, diverge

X x<1s x<1 donc Y u, converge

n

N 1 n!

_]J ~ =<1donc X u, converge. Etdonc — — 0!
e n

n! u
. un:—(n>0).Ona”—*1:(
n" u n+

n

Regle de Cauch On évitera de parler de "critére de Cauchy" par risque
. , . , . . . de confusion avec le critére de convergence de
Soit une série de terme géneral u, strictement positif : Cauchy de la s&ie vue comme une site...

1) Sil existeunréel g<1tel que: On 0N, Ws g, la X u, est convergente.
2) Silexisteunréel q= 1tel que: On O N, Wz g, la X u, est divergente (trivialement).
3) Enparticulier, s aunelimite/ O R O {+c} dors:

e Si/<1 lasérie X u,est convergente.

e Si{>1, lasérie X u,est divergente.

» Si /=1, 0nne peut pasconclure (sauf s (On = ny, U, = 1 auquel casla série est trivialement divergente)

Preuve:
Pour 1 (resp. 2), ona ﬂ < q(resp. W > q) qui équivaut au, < q" (resp. u, = q") d'ou le résultat.
Pour 3, on procede comme pour larégle de d'Alembert :

e Si/<laorssoitqte que/<q<1.Pourn=ngona: Ws g, d'ou lerésultat d'apres 1.
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e Si/>1aorssoitqtel quel<qg<4. Pourn=ngona: Wz g, d'ou le résultat d'apres 2.

=1

» Si £ =1. Considérons la série de Riemann de terme généra un:i Ona lim W— lim
n®

Nn— +oo Nn— +oo na/n

Or, la série donnée converge si a > 1 et diverge s a < 1. On ne peut donc pas conclure.

Exemples:

nk (%)k 1
. unzz—n(kD[R).Onaﬁ: _>§<1donc2unconverge

n? n
. Un:(L]J _onaW:(L]J H%<1doncZunconverge

n+ n+

lmm Ommf

nIn(n)

Unoo o anﬂ anﬂ

— 0donc X u, converge

Proposition Comparaison entre les regles de D'Alembert et de Cauchy

Soit (Un)non Une suite de nombres réels strictement positifs.

U - T
Si 1 aunelimite £ alors Y/u, admet laméme limite 4.
u

Mordlité: s larégle de d'Alembert conduit au cas ¢ = 1, il en sera de méme pour larégle de Cauchy.

Cependant, la réciproque est fausse, comme le montre le contre-exempl e suivant :

Considérer la série de terme général u, = 209"

Ona: ﬁzz n

o=1-(n+1)

u u 21—(n+1)
—nl — == etsinesimpair: -1 = =

Mais: s nest pair : - _
p un 21—[1 8 un 2—1—[’1

Donc L n'admet pas de limite.
n

Preuve de la proposition :

Un
Uy,

Onadonc: OeORY, INON,OnON, (n=N = /- <" </ +¢)

Supposons £ > 0.

U
u

Pour e </, ona: INON,OnON, (n>N = 0</-e<-ML </ +¢)

n
u
En remarquant que, pour n> N : U |_Lp—” (produit de n — N facteurs)
p:

Commeu, >0, 0On O N, on peut écrire
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INON,OnON, (n>N = 0< (£-¢)"V < :‘—“s (e+e)™)
N

Dol : INON,OnON, (n>N = 0<uy(¢-¢)" N <u,<uy(e+e)"™N)

. L 1
Par croissance de I'applicationt > t* (o = 0) sur RY, nous avons (avec a = ﬁ) :

NONDNON, (1N = 0< gy (£-¢)'n < gt < gy (ve) )
1

n—-N n—-N

or, lim qfuy (¢-¢)n =f-g e lim Yuy (£+€)n =f+e (car lim en " =1)

n - +oo n - +oo n - +oo

Donc:IN'ON,OnON, (>N = [§uy (-¢)n —(¢-e)l<e e [fuy ((+e)n - (C+e)<e)

Pour n > max(N, N'), on aalors: {-2e < M </l0+2
En faisant tendre € vers 0, il vient : lim Qu, =4
N - +oo

Enfin, si £ = 0, on reprend e méme raisonnement en remplacant, dans les encadrements ci-dessus, le membre de

gauche par O.
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