POLYNOMES DE BERNOULLI - NOMBRES DE BERNOULLI - APPLICATIONS

1. Définition des polyndmes de Ber noulli

1.1 Proposition :

Il existe une unique suite de polyndmes (B,), < v de R[X] telle que:
e By=1

e YneN’, B,=nB,,

. 1
. VneN,I B, (t)dt =0
0

Deplus, B, est de degré n et son coefficient dominant est égal a 1.

Démonstration :

Sine N et s B, est d§aconnu alors posons :
X

Bu(X) = nJ' B, ,(t)dt+Cy OUC,e R
0

Aing, lacondition B, =n B, ; est setisfaite.

1
Choisissons convenablement la constante C,, pour satisfaire la condition I B,(t)dt=0:
0

nJ'OlJ'OX B, ,(t)dtdX + C,=0

160X
D'ou: cn=—nJ'0J’0 B, ,(t)dtdX

Cette constante étant parfaitement déterminée, la suite (B,,) ainsi définie est donc unique.

X 1pX 1
On apar exemple : By(X) = J'O By (t) dt - J'OJ'O By() ddX =X — =

Montrons par récurrence, sur n € N, lapropriété:

H(n) =" B, est de degré n et son coefficient dominant est égal al"
CommeBy =1, on aH(0). CommeB; = X — % ,onaH(1).
Montrons, pour tout n e N’ : H(n) = H(n+ 1)

Soit n € N’ et supposons H(n). On adonc :

Bn= X" + Q1 ou Qnie [Rn—l[x]

X
Donc : Bo1 = (N+1) J’ CBdt+Cy 0GR

n+1

Bn+1=(n+l)(x

n+1 N X
n+1+&]+cml:x FRy o R=[ " Quadt < RyX

Donc By,.; est dedegrén + 1 et son coefficient dominant est égal a 1. D'ou H(n + 1).
Du principe de raisonnement par récurrence, on déduit : H(n), ¥n € N.

1.2. Remarque: il existe plusieurs variantes dans la fagon de définir les polynémes de Bernoulli.

Polynémes et nombres de Bernoulli. Applications Page 1 G. COSTANTINI  http://bacamaths.net/



http://bacamaths.net/

1.3. Calculs des premiers polyndmes de Bernoulli :

Bo=1
1
Bl = X - E
B XCo X+ 1
Bi= X - x4 1x
2 2
Be=X -2+ x— L
Bo X -2 x4 2 _ 1y
2 3 6
Be= X' -3+ 2xm Ly, L
42
BioxX - Ix+ LT 3 Ly
27 2 6 6
Beo X oaxs Bye_ Tyt 2 1
3 3 3 30
2. Propriétés des polynémes de Ber noulli
21 VneN\{0; 1}, By(1) = B,0)
22 VneN,ByX) =(-1)"By(1-X)
23. Vpe N, By.i(0) =Bypia(1) =0
24. vne N, By(X+1)-By(X)=nX""
25. Vne N, ByX) = 2”’1[Bn(§)+ Bn(x?”)}
26. Vpe N, By [%] = (2% — 1)Byp(0) &t Bopos [%] =0

Démonstrations :

J':B,g ®)dt = nJ' OlBH(t) dt

Bn(1) - Bn(0) =0

2.1. Enintégrant lardation B,=nB,; (pourn > 2)entreOet1:
2.2, Posons, pour n e N : Quy(X) = (-1)"Bn(1 - X)

Ona:

e Q=1

o vneN, Q(¥)=(1"" B\ (1-X) =(-1)""nBys(1-X)=nQuX)

.l ol usl-t el
. VneN,J’OQn(t)dt:(—l) J’OBn(l—t)dt = (-1 _[OBn(u)du=O

Lasuite (By,) éant unique, on déduit : ¥n e N, Q, = B,, d'ou la propriété souhaitée.
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2.3. D'apréslapropriéén°l: vp e N7, Bapia(1) = Bpia(0)
D'aprés la propriété n°2 particularisée pour X=1:
Vp € N, Bap1(1) = — Bopa(0)
On en déduit : vp e N, Bypia(1) = Bppia(0) =0
2.4.  Montrons par récurrence, sur n € N, lapropriéé
H(n) =" By(X+ 1) - By(X)=nX"""
o B(X+1)-By(X)=(X+1) - % —X+ % = 1 d'oll H(1).

e Montrons, pour tout n e N’ : H(n) = H(n+ 1)
Soitn e N et supposons H(n) : By(X + 1) = By(X) =n X"

En intégrant larelation ci-dessus entre O et X on obtient :

on Ba(t+Ddt - IOX Ba(t)dt = n‘[oxt”’ldt
_[lx+an(t)dt— J':Bn(t)dt— J’lx B, (t)di =

X+1
J’ B, (t)dt =
X

|: Bn+1(t):| X+l: Xn
X

n+1

Bn+l(X + 1) - Bn(x) = (n + 1) X"
Cequi est H(n + 1).
On déduit la propriété voulue du principe de raisonnement par récurrence.

Au passage, remarquons que dans la démonstration de cette propriété nous avons pour tout entier p :
0 X+1
XP = J’ B

D'ou, par larelation de Chasles sur lesintégrales:

" Bp+l(n+1) Bp+l (O)

p+1(t) _ -
ZXP J’ B, (t) dt = { } - )

0

Cequi permet d'expliciter les sommes classiques :

" Tie-1" n(n+)
Zx J’ By(t) dt = J’ t——dt {2 2} {2}= >

0

n 1 1 3 2 n+l 2 n+l _ _ n+1
XZZIH+ Bz(t)dt=_[n+t2—t+£dt= LI ) B (et 52 ) :{W}
- 0 0 6 3 2 6], 6 0 6 0

5o n(n+1)(2n+1)
ZX - 6

n+1 4 3 2 N+l 202 n+l 20 2™
I By(t) dt= I B 3 gt vt vy tE-2a+D) | U(t-1)
X: 2 2 4 2 4 o 4 . 4

0
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2.5.

2.6.

Posons, pour n e N : Qu(X) = 2™ 1[ (1)+ Bn(xilﬂ
Ona:

. Q0=%[1+1]:1

o VneN, QX = 2“*1[; B,;( ) fB'(X”)} on- z[an 1( )+an 1(“)} Q. 1(X)

. VneN, I:Qn(t)dtzzn’l U:Bn(;)dt +_[:Bn(”21)dt}=2”l“:én(u)du +EZBn(u)du} _

Lasuite (By,) éant unique, on déduit : ¥n e N, Q, = B,, d'ou la propriété souhaitée.

D'aprés 2.2. avec X = % : szﬂ[;] Bzml[ ]donc szﬂ[z] =0.

D'aprés 2.5. avec X = 02 Byy(0) = 22P*1[sz(0) +By, (%)} d'oll By, [%]

3. Nombres de Bernoulli

= (27 = 1)By(0)

3.1. Il sagit des nombres b, définis pour tout n € N par : b, = B,(0)
1 1
Onadonc: bo=1; by=—= ; bp== ; b3=0
2 6
1 1 1 5
Oncaculeégalement: byj=—— ; bg=— ; bg=——= ; b= —
~ T30 a2 3 Y 66
3.2.  Propriétés des nombres de Bernoulli :
321 Vpe N, by1=0
n
322 Vne N,By(X)=) Cb, X"
k=0
2p
323 Vpe N, by= > Ciby
k=0
2p-2
3.24. vpe N\{0; 1}, by =

b
(2p+2)(2p+1 z P2k

k=0

Démonstrations :

321
3.2.2.

Conséguence de 2.3.
D'aprés I'identité de Taylor pour les polynémes appliquéeen O':

Bn(X) = Zn:—B'gk) ©

— k!

Or, on a par récurrence immeédiate :

Bor(0) = — " by

B (0) =
©= (n k)' (n-k)!
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n
D'ou : Bn(x) = z Crlw(bn—k X “
k=0

3.2.3. D'aprés3.2.2. en particularisant X=1etn=2p:

2p
bop = Bap(1) = Zczplo2p ’ —ZCZ" “be = D Ciobx
k=0

2p+2
3.24.D'apres3.2.3.,0na: vp e N, D2pi2 = Zczkp+zbk
2p-2
POUrp>2: bpo= > Choob+ CIP5boa+ CP,, oy + (2 + 2)bapus + b
k=0

Or, bzp,l = b2p+;|_ =0dou: Vp = 2
2p-

(2p+2)(2p+1) kz

bp =

p+2bk

Noter que cette derniere relation permet d'affirmer, par récurrence, que les nombres de Bernoulli sont

rationnels.

4. Liensentreles nombresde Bernoulli et lafonction zéta de Riemann

Soit p € N et f, 2n-périodique telle que : f4(x) = B, (%) pour X < [0, 2x].

4.1. Montrer que f, est continuesur R pour p € N\{0; 1}.

4.2. Montrer que, pour tout p € N, f, alaparité dep.

4.3. Calculer,pourne 7, e n®™ coefficient de Fourier exponentie de f1. (Cn(fy) = —_[ fit)e g int dt)
4.4. Montrer, par récurrencesur p € N, que: Calfp) =— @ P T pour n € Z . Préciser Co(fp)-
irn
45 Montrer que: vp e N, Vx € R, f2(X) = 2 (-1)"* (2p)! i cos(nx)
o N q . p ’ ’ Zp p . s (2n7-c)2P

46. Montrer que:  Vpe N, Vxe R, fpa(X) =2 (-1)°* (2p + 1)! z%
“~ (2nm

0

. 1 . .
4.7. Exprimer, pour p e N, {(2p) = E 2P en fonction de by, Préciser §(2), £(4) et £(6).
n=1

®© n

Exprimer, pour p € N, a/(2p) = z (_2)
n
n=1

en fonction de by, puis de {(2p). Préciser a(2), a(4) et a(6).

® _1q\n
Exprimer, pour p e N, B(2p + 1) = Zﬁ en fonction de szﬂ( ) Préciser B(1) et B(3).
n=0
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Solutions:
4.1. D3, f, est continue sur [0, 2x[ car coincide avec une fonction polyndéme sur cet intervalle.

En outre, lorsquep > 2: Iirzni Fo(X) = Bp(1) = By(0) = f(0) = fo(2m).

Donc f, est continue en 2x. Et comme f,, est 2r-périodique, elle est bien continue sur R.

42. Soitx e R. Il existek e Z ety € [0, 2n[ telsquey = x + 2kn.
159 = Foly = 2K8) = £o) = By ()= (1'By (1 2] = (22— y) = (2°o—3) = (1)
Cequi prouve que f,, alaparité dep.

. 1 2= . t=2nx 1 o 1 1\ oni
43. Pourtoutn e Z" : co(f) = o _[0 fie™dt = _[0 B, (x)e 2™ dx=_[0(x—§)e 2minX g

A l'aide d'une intégration par parties (u(X) = x — % V(%) = €2"™), on obtient :

ine 11
1 e—Zmnx 1 Corin
Cn =|| x—-= —| ™™ dx
L K ZJX—ZninL Jo

1 1 1 _2minx |
Ca(f1) =—————— e
(2 4nmin  4zin ’ 2min [ ]0
1
Cn =——
(f) -
E L (" nmd= [Bydx=0
n outre, Co(f1) = 2_11-[0 f1t)dt = .[oBl(X) x = 0.
4.4. Soitn e Z . Considérons la propriété :
| .
H(P) =" C(fy) = ——P—" définie pour p e N

(2itn)P
e D'apres4.3, on aH(1).
e Montrons, pour tout p € N, que: H(p) = H(p+ 1)

p!

Soit p e N et supposons H(p) : c(fp) = ——
(2inn)P

_ 1 = ity Lor2m t)gint
Calouons: (/) = o IO fpale ™ dt=— J’O Bl 5o Je ™t

t 1 .
En posant u = > : Clfprn) = IO By.i(U)e 2rinu

Puis par intégration par parties:

~2rinu ] 27 1 '
Cn(fp1) = |:Bp+1(u) x € :| n p+1 -[ Bp(U) g 2rinu g
0

—27in 2nin Jo
Le crochet est nul et : Cn(fpi1) = pflx Cn(fp)
2nin
- _ (p+D!
Et d'aprées H(p) : ChlUp) =7
apres H(p) (fpr) i) P

D'ou H(p + 1).

Polynémes et nombres de Bernoulli. Applications Page 6 G. COSTANTINI  http://bacamaths.net/


http://bacamaths.net/

Le principe de récurrence achéve la démonstration.
Par ailleurs: L (" od= [ B,®d=0
ailleurs: i) = o [, Fo®dt= [ By)dt=

4.5. Comme, pour p > 2, f, est continue sur R et C' par morceaux, |e théoréme de convergence normale nous

permet d'affirmer que la série de Fourier de f, converge normalement sur R et a pour somme f, :

0

Pourp>1xe R, fa(¥)=Colfzn) + D (Ca(f2p)€™ +C n(fp)e™)

n=1
inx -inx _ (ZP)! inx (ZD)! ~inx
Or, Ch(f2p)e™ +Cn(f2p)e " = (2inn)2P € (~2imn)?P ¢
Et commei® = (—1)°, on obtient : ¢, (fzp)einx + C,n(pr)efinX: -2(-1)"(2p)! (C;:(n;];(l)n
D'ol :
) > cos(NX) " - cos(nx)
vpe N, ¥x e R, f(X) =-2(-1)" (2p) ! ;W: 2 (-1 (20) ; (2nm)?P

0

46. POUrp>1xe R fru(X) = Colfzps) + D (Cn(f2pe)€™ +C o (Fopir)E™)

n=1
inx —inx __ (2p+1)! inx (2p+1)! —inx
Or, Cn(f2pi)€ +C n(f2pir)e = 2P e - C2imny? e
Et commei®™™ = (~1)%, on obtient : G, (f2p,1)€™ +C_n(f2ps1)€ ™= -2 (-1) (2p + 1)! %

D'ol :

. - sin(nx) 1  sin(nx)
vp e N, VX € R, fapa(X) =2 (-1)° (2p + 1)! ;W =2 (1" (2p + 1) ;W

Remarquons, que d'aprés le théoreme de Dirichlet, ce résultat reste valable pour p=0¢et x € ]0 ; 2n[.

4.7. En particularisant 4.5. avec x = 0, on obtient :

1
by =2 (1P (2p)! Y ————
2o ()(p);QmW
. ® 1 (—1)p+lb2 7_c2p22p—1
Dolu:VpeN c2p)= D 5= P
;Mp (2p)!

On retrouve dorslesvaleurs:

2
(@)= by = 7

4,3 4 _4
() = b2 bnt _ n”
4 3 90
£(6) = b6“_625: .
6! 945
£(8) = ﬂ - “_8
8! 9450
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by i02° _ Iy
10! 93555

¢(10) =

En particularisant 4.5. avec X = 7, on obtient :

0

Jaom) = Bap(2) = 2 (-1 (
n=1
Et d'aprés 2.6., sz(%) = (2% — 1)by, d'oli :
. © ¢ a\n -1 p+1 2p 1_22p—l .
W N, ol -y 8- 22 B ) oy o
n=1 )

On retrouve dorslesvaleurs:
2

a(2) = Zl(_nlz) -- %c<2)=—%

_~ (D" 3 3’
al6)= 2 n 32 %0 =~30010

n=1

En particularisant 4.6. avec X = g , on obtient :

. T
Bapea () =2 (1P (2p+ 1)) Z( (zpl

n=1

Lorsque n est pair, lestermes de la somme sont nuls. Posonsn=2r + 1 (r = 0). Ainsi :

D’
(2(2r +Ym)?P+t

Bapealy)

Bopa(D) 2P @pran YV

r=0

22 p TCZ p+1(_1) p+1

. Y
D'ol : B(2p+1)= ;(2r+1)2p+1 - 2p+1)!

On retrouve dorslesvaleurs:

B(1) = z;nlil:—nBl e

- (-D)" 43 2 3 1
he= Z_:‘)(Zn+1)3 -5 B a2

0 —1\n 5 5 5
B(S):z -1 :_167r 55(1)_2i>< 25 _ 5n
“~(2n+1)°> 120 15 1024 1536
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Représentation graphique des polynémes de Bernoulli pour n=1, 2, 3, 4

y
/
/
/
/
/
/
//
“\‘bg //
/
/
//
o| = //
/|ba // \\ -
S
/ /
/ /
/ 7
/ /
/ /
Bs //
/ )
/
// B
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