SERIES DE BERTRAND

Soient a et B deux réels.
Le but est I'étude des éries :
z 1
B
= n(Inn)

Posons u,, =

n®(Inn)?
Casl:a>1
+
Posonsy = ira
2
1-a
On a, pour toutn > 2 : nNu,=n 2 (Inn)™®
La 1-a
or, lim n 2 (Inn)® =0 puisque <0.Cestadire:
n - +oo

OeORY,INON,OnON,(n=N = n'u, <¢)
En particulier poure =1:

INON,OnON,(n>N = u, < iy)
n

L L, 1

Commey > 1, lasérie de terme général —, converge.
n
Du test de comparaison des séries atermes positifs, on déduit la convergence de la série de terme général u,,.
Remarque : dansle casou 3 est positif, du fait de la décroissance de I'application t > F sur RY, on peut faire
le raisonnement plus rapide suivant :
a 1 1
n" u, = <
(nn)®~ (In2)P

Ona, pourtoutn > 2:

M
En posant M = Uy < —
nd

(In2)P
Or, la série de Riemann de terme général iu converge (car a > 1).
n

Du test de comparaison des séries a termes positifs, on déduit la convergence de la série de terme général u,,.

Conclusion : lasérie de Bertrand converge.
Cas2: a<1
nl—a

Ona, pourtoutn > 2: nu,= ——

(Inn)®

nl—a
Or,1-a>0,donc: lim =+
n-+o (Inn)P

Par conséquent, il existeM O RY et N O N tels que

OnON, n=2N = nu,=2M
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M
n

Clest-a-dire: n=N= u,>

Or, la série de Riemann de terme général % diverge (série harmonique).

Du test de comparaison des séries a termes positifs, on déduit la divergence de la série de terme général u,.

Conclusion : lasérie de Bertrand diverge.
Cas3:a=1

Etudions le sens de variation de I'application f : t > Hint)P sur 11, +oof :

n
L , (Int)P +B(Int)P? Int+p
est dérivable et t)= - =-
fo fe® 2(Int)2® t2(Int)PL
Ona: fr) <0 = INt+B>0 = t > &P

Par conséquent, fp est décroissante sur J€®, +oo[.
Posons ny = max(3, E(e®) + 2).

Ainsi, fg est décroissante sur [ng — 1, +oo[ et pour tout N > ng :

+1
J’n ! o<t < J’n S
n t(Int)P n(inn)® n-1t(Int)P

D'ou, par sommation, pour n alant dengaN:

N+1 N N
J' ! < > ! < I S
o t(Int)P S n(inn)? no-1t(Int)P

Par changement de variableu = Int (et donct = €", dt = €' du) danslesintégrales:
In(N+1) N In(N)
J' T > ! < J' 2 @)
in(ng)  uP n(Inn)? In(no-1) uP

n=n,

A ce stade distinguons différents cas :
=1
Dans ce cas, on obtient :

N
In(In(N + 1)) — In(In(ng)) < Zn(Tln)B < In(In(N)) = In(In(ng — 1))

Or, la suite (v;,)) définie par v, = In(In(n + 1)) — In(In(n)) diverge.
I en va donc de méme de la érie de Bertrand.

B>1

Dans ce cas, on obtient :

NGy 1 In(N)
<
énanms [(kﬁ)uﬁﬂln(no_l)
z“; 1 1[ 1 1 ]
Zngnn)P -1 (n(ny-1)P T (n(N))P*
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Or, comme 3 > 1, tend vers 0 lorsgue N tend versI'infini.

(In(N))P™
Les sommes partielles sont donc majorées donc la série de Bertrand converge.

B<1
Dans ce cas, on peut procéder comme ci-dessus en utilisant I'autre inégalité de (O) pour prouver que les
sommes partielles divergent. Maisil y aplussimple!
1 1

n(lnn)'3 > ninn

Et d'aprésle cas = 1, lasérie de Bertrand diverge.

RESUME

1

Lasérie de Bertrand Zm

n=2
e converges etseulementsi(a>1 ou (a=1etf>1))

o diverges et seulementsi (a<1 ou (a=1etf < 1))
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