THEOREME DE BEZOUT DANS Z

Dans tout ce document, on suppose (a, b) O (ZD)Z.

1. Définition

On dit que a et b sont premiers entre eux lorsquea Ob =1

2. Théoréme de Bézout

aldb=1 - Qu,v)07Z% au+bv=1

Remargue : le couple (u, v) n'est pas unique. Par exemple, aveca=7etb=11,0na:

(-3 x7+2x11=8x7-5x11=1

Démonstration du théoréme de Bézout :

Implication = :

Supposonsa Ob=1.

D'aprés la définition du pged, onaalors:  aZ +bZ = (aOb)Z =7 On ameme un resultt un peu plus
) fort : s a et b sont premiers entre

Donc: OwO Z, E(u’ V) 07, au+bv=w eux, alorsau + bv "parcourt" Z.

En particulier avecw=1: Hu,v) OZ% au+bv=1

Implication [J :

Supposons : Hu,v) 07% au+bv=1

Notonsd =a O0b. Commed divise a, il diviseau. Commed divise b, il divise bv.

Finalement d divissau + bvdoncd divise1,dotu: d=1

3. Détermination pratigue d'une égalité de Bézout : algorithme d'Euclide-Bézout

Exempleaveca=142 et b = 38.
Premiére étape : on applique I'algorithme d'Euclide
b G NI P2

142 = 3 x38+28

h g h I3
38 =1x28+10

flp O3 I3 Iy
28 =2 x10+ 8

f3 Oy Iy Ts
10=1x8+2

fy 05 15 Tg

8=4x%x2+0
Donc 142 [38=r5=2
Deuxiéme étape : on part de larelation contenant r5 (I'avant derniére) et par injections successives, on exprime rs
enfonctiondero=aetr;=b:

2=10-1x8
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2=10-1%x(28-2x10)=-1x28+3x 10
2=-1%x28+3x(38-1x28)=3x38-4x%x28
2=3x38-4x%x(142-3x38)=-4x142+15 x 38
Finalement, un couple (u, v) possible est (—4, 15).

Cas général
D'aprées |'algorithme d'Euclide, on a:

0<nhq<r

M1 = Ol + Mez OU {
Mg O =1 Uneig

Ceci, pour tout entier ktel quel < k< nounesttel quer,,;=0etr,=alb.

Montrons, par récurrence descendante finie sur k 0 [1, n — 1], lapropriété :

O (K) : (U, Vi) O Z2, 'y = U+ Vidier
+ Déa ona: -2 =Fn-10n-1+ Mo
D'ou: = -10n-1 + M2

En posant Uy-1 = gn-1 €t V-1 = 1, on obtient O (n - 1).

+ Montronsque, pour tout k 0 [2, n-1], O (k) = O (k- 1).

Soit k 0 [2, n - 1] et supposons O (K) :

Uk, Vi) O Z2, 1y = U + Vidir
Or: M2 = Ne-10k-1 g
D'ou: M= UM = Me-aOk-1) + Vi1
M= (~Ukk-1 + VidT-1 + U2
On pose alors: Ug-1 = —UOk-1 + Vi €L Vi1 = Uy
Aing, on obtient (I (k — 1).

Du principe de raisonnement par récurrence, on déduit :
OkO[1,n-1], O(K)

En particulier,ona (1) : alb=r,=ur,+virp=v;a+ub
Le couple (v1, u;) fournit une égalité de Bézout pour a=roetb =r;.
De plus, cet algorithme prouve une nouvelle fois e théoréme de Bézout par récurrence.
Les suites finies (uy) et (v) se prétent facilement a la programmation. Elles sont simultanément récurrentes et
définies par :
{ Up-1 = Gy-1 (CONNU) o { Vo1 =1
U =V 1sk<sn-2 Vi U0 tU o 1sk<sn-2
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4. Consgguences : théorémes de Gauss (et variantes)

Sait (a, b, ¢) O (27",

1 (alb=1 et a|bc) = alc

2. (alc, bjc et allb=1) = ab]|c

3. (aldb=1etalc=1) = albc=1
4, (p premier et plab) = (p|a oup|b)

Remarques :

e Lereésultat 1 est trés utile. 11 sert dans la résolution des équations Diophantiennes et dans la preuve de I'unicité
de ladécomposition en facteurs premiers.

e Lerésultat 2 est utile dans la résolution des systémes de congruences.

* Lerésultat 3 est utile pour montrer que lafonction ¢ d'Euler est multiplicative.

Démonstration :

1. Commea b =1, lethéoréme de Bézout permet d'affirmer que:

Hu,v) 07% au+bv=1

En multipliant par c : acu+hev=c
Or, a| acu et par hypothese a | bev. Donc : ajc
2. Commealc: (kO Z, c=ka
Comme b | ¢, on en déduit : b | ka
Or,ab=1. Donc, dapres . : b|k
ab | ak
ab|c
Preuve directe :
Commealc: (kdOZ, c=ka
Commebjc: ChdOZ, c=hb

Comme a b =1, le théoréme de Bézout permet d'affirmer que :

Hu,v) 07% au+bv=1

En multipliant par ¢ : acu+becv=c
a(hb)u + b(ka)v=c¢
ab(hu +kv) =c
ab|c
3. Commealb=1: Hu,v) 07% au+bv=1
Commealc=1: Ou,v)D07% au +cv =1
En multipliant membre & membre : (au+bv)(au' +cv) =1
On développe:: a’uu’ + aucv + bvau' + bvev' = 1

a(auu' +ucv' +bwu') + be(w) =1
Et d'aprés le théoréeme de Bézout : allbc=1

4. Sip|a,ilnyariendautre adémontrer.
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Si pnedivise pasa dorsp étant premier,ona: pda=1

Par ailleurs: plab
Et d'apréslaproprieté 1: plb
On adonc bien: plaoupl|b

5. Liens PPCM-PGCD

5.1. Théoréeme
Soit (a, b) 0 Z x N’
Sialb=1,adorsalb=ab|

Démonstration :
Soit mun multipledeaetdeb:
Ha, a)07% m=aa =bb'

Comme (a|bb' et a Ob = 1), d'aprés e théoréme de Gauss, on déduit :

alb
Donc : ' 07, b'=aa"
D'ou: m = baa"

Donc m est un multiple de ab.

On amontré que tout multiple de a et de b est un multiple de ab.

Donc |ab| est le plus petit multiple commun (positif) deaetdeb:
alOb=|abl

5.2. Théoréme
Soit (a, b) 0Z x N’

ppcm(a, b) x pged(a, b) = [ab]

Démonstration :
Posons d = pgcd(a, b).
D'apres I'hnomogénéité du ppcm (1.1.3.) :

ppcm (3 E] = lppcm(a, b)

d'd d
ab ab
Or, d'apres5.1. : cm| =, — | = |=
® P (d d) d?
D'ou: [ab] = d x ppcm(a, b)

ppcm(a, b) x pged(a, b) = [ab]
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