CONVERGENCE SIMPLE, UNIFORME, UNIFORME SUR TOUT COMPACT D'UNE SUITE
D'APPLICATIONS

Contexte:

Soit X une partie non vide d'un K-ev.

Soit (E, || - |) un evn de dimension finie.

Soit (fn)n < v Une suite d'applications de X dans E.

Définitions:

1. On dit que la suite d'applications (fn)n < v CONVerge simplement sur X versune application f s :

vxe X, Vee R,3INX, €) e N,Vne N, (n= N(X, &) = |Ifn(X) = fX)| < &)
Cequi revient adire:
Pour chaque x € X fixé, lasuite (f1(X))n < v COnverge vers f(x) (pour lanorme || . || de E)

On notealors: fo—S2 5 f oaurX

2. On dit que la suite d'applications (fn)n < v CONverge uniformément sur X vers une application f s :

Vee RT,INE) e N,Vne N, (n=N() = Vxe X, |Ifn(¥) - fX)| < ¢)

On notealors: fo—% s FaurX

3. On dit que la suite d'applications (f)n < v CONVerge uniformément sur tout compact de X vers une application
fs:
Pour tout compact C de X, f, —cv f sur C.

On notealors: fo—S5 5 faurX

Comparaison de ces différents modes de convergence :

1. Supposons f, —cv f sur X.
Soient x € X et € € R, . Par hypothése, on a:
AN(E), Vne N, (n= N = ||fn(¥) — fX)| < €)
Cequi prouve: f, —== 5 f sur X
Donc: la conver gence unifor me entraine la conver gence simple

2. Supposons fn e, f sur X

Soit C un compact de X. Alors: fo—=Y 5 farc.
Cequi prouve: fo—S5 s faurX
Donc: la conver gence unifor me entraine la conver gence uniforme sur tout compact

On verra plusloin des les réciprogques de ces deux implications sont fausses.

Auparavant, nous devons approfondir la notion de convergence uniforme.

Convergence d'une suite d'applications Page 1 G. COSTANTINI http://bacamaths.net/



http://bacamaths.net/

Notion de "normeinfinie' d'une fonction bornée:

Soit f une fonction bornée sur X. Alors f admet une borne inférieure et une borne supérieure.

Définissons alors:
v feBXE |fll.= Sugllf(X)II
Xe

On vérifiera (atitre d'exercice) quel'application || . ||, : B(X, E) — R, ains définie est une norme.

Proposition :

Une suite d'applications (f)n < v CONVerge uniformément sur X vers une application f ssi :
i)IN; e N,Vne N, (n=N; = f,— f bornéesur X)

ii) La suite numérique (||fn — f |I..) converge vers 0.

Démongtration :
Supposons que (fn)n < n converge uniformément sur X vers une application f.
En particularisant la définition de la convergence uniforme avec € = 1, on obtient :
ANy e N, Vne N, (n=N; = Yxe X ||[fa(¥) - fX <1
Cequi prouve: IN; e N,vne N, (n=N; = f,— f bornée sur X)
Lesfonctions f,, — f sont bornées sur X pour tout n > N;, donc dans cecas, ||fn — f ||.. existe bien.
Soit e € R
On ad'une part : (d'aprés la convergence uniforme de (fn)n < n Vers f sur X)
IN(E) e N,vne N, (n=N = Vxe X |fa(x) - f(] < &)
Posons N = max(N(g), N;). Pour tout n = N, on aalors:
fo—fbornéesur X et vx e X, [Ifa(X) - fX)| < e
Par passage ala borne supérieure sur x € X, on en déduit :
o= fllo < &
Cequi prouvebien : Lasuite numérique (|[fn — f |lo)n > n CONverge vers 0.
Reéciproquement supposons Vvérifiées les assertions i) et ii).
Onapourn = Nj:
vx e X, Ifn®) = fO < llfn = flI-
Soit &€ € R’ . Comme la suite numérique (||fn — f |l.) convergeversO:
ANeN,Vne N, (n=N = |fn— fll. <¢)
Pour n = max(Ny, N), latransitivité desinégalités donne:
vx e X Ifn¥) - Ml < &

Ce qui prouve bien : (fo)n < » CONVerge uniformément sur X vers f
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Corollaire:

Soit une suite d'applications (f)n < n bor nées convergeant unifor mément vers f sur X.

Alors f est bornée.

Démongtration :
Il suffit d'écrire: f=(—-f)+fn
D'aprés la proposition précédente :
IN; e N, Vne N, (n=N; = f,— f bornéesur X)

Comme f,, est également bornée, on en déduit que f est bornée.

Donnons maintenant un des critéres les plus utilisés pour montrer qu'une convergence est uniforme :

Proposition :

Soit une suite d'applications (f)n < v bOrnées et f une application bornée.

(f)n < ~ converge uniformément vers f < la suite numérique (||fn — f |l.) converge vers 0.

Démonstration :

Conséquence immédiate de la proposition précédente.

Important : par contraposition, on obtient :
(f)n < » NE CONVerge pas uniformément vers f < lasuite numérique (||f» — f |l..) ne converge pas vers 0.
Et a fortiori, sil existe une suite (x,) d'é@éments de X convergente dans X pour laquelle la suite (||fn(%) —

F(x)|) ne converge pas vers 0 alors (f)n < n NE CONVerge pas uniformément vers f.

Exemples:

1) fu(X) = e ™sinxsur X= R,. Montrer que la suite (fn)n < v cOnverge uniformément vers O sur R..

Ona: vx e Ry, [fn(¥)] < xe™
Posons gy(x) =xe™™. Ona: g,(x)=(1-nx)e™
, 1
Ona: gn(x)>Oc>1—nx>Oc>x<E
. . 1 o 1
D'ou On Croissantesur [0 ; ﬁ] et décroissante sur [E |

Donc g, est bornée sur R, et admet son maximum en 1 et:
n

1
lGnlke = —
ne

La suite (||gn|l..) tendant vers 0, on en déduit alors:
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gnL>Osur[R{+

D'ou, par comparaison : fo—=Y 5 0 sur R,

2) (¥ = ﬁ Montrer que la suite (fn)n < v NE CcONverge pas uniformément sur R.

Etudions dga la convergence simple.

Soit x € R fixé On aadlors: lim fn(x)=0

nN— oo
. CS
Donc: fn——=—> 0surR
Montrons maintenant que (f,)n < ~ NE converge pas uniformément vers 0 sur R.

Il suffit de remarquer : fn(%) = %

Comme la suite ci-dessus non converge pas vers 0, (fn)n < v N€ converge pas uniformément vers 0 sur R.

Comparaison des différents modes de convergence (suite) :

Définissons la suite (fu)n < n par : fn:[0, 1] - R
X > x"

Etude de la convergence smple :

Pour tout x e [0, 1] fixé ona: lim x"=0

n— oo
Donc (f)n < v CONVerge simplement sur [0, 1] vers f = 0.
Etude de la convergence sur tout compact

Soit C un compact de [0, 1[. Donc il existeun réd ade[0, 1] tel que: C < [0, a].

Or: sup x"=a"
xe [0, a]
Et commea e [0, 1] : lim a"=0

N>+
Donc (fn)n < n cONVerge uniformément sur le segment [0, a] donc sur le compact C.
Donc (fn)n < n CONVerge uniformément sur tout compact de [0, 1[.

Etude de la convergence uniforme :

Ona: m= sup x"=1
xe [0,

La suite (m,) ne tendant pas vers 0, (fn)n < v NE cONverge pas uniformément vers 0 sur [0, 1[.

Retenir :

la conver gence uniforme sur tout compact n'entraine pas la conver gence uniforme en général

Définissons la suite (fo)n < n par : fn:[0,1] - R
X > x"
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Etude de la convergence smple :

Pour tout x € [0, 1] fixé on a: lim x"=0

nN—+o0w

Etsx=1: lim x"=1

n—+o0w

Osixe[0]

Donc (fi)n <« v CONVerge simplement sur [0, 1] vers f : X = {1 Sx-1

Etude de la convergence uniforme :

_ ~ _x"sxe[0q
Ona: fn(¥) J‘(X)—{oSiX:1
Donc : my= sup [fa(¥) = fX)|= sup |fa(x) - f()|= sup x"=1
xe[0,1] xe [0, xe [0,

La suite (m,) ne tendant pas vers 0, (fn)n < v NE cONverge pas uniformément vers 0 sur [0, 1[.
Retenir :
la conver gence ssimple n'entraine pas le conver gence unifor me en général
Remargue : On peut prouver autrement, a l'aide de la continuité (voir ci-dessous), qu'une suite d'applications ne

converge pas uniformément.

Théoréme

On considére une suite d'applications (f)n < » CONtinues définies sur un intervalle | de R.
1) Silasuite (fn)n <~ converge uniformément sur | vers une application f, alors f est continue.

2) Silasuite (fn)n <~ converge uniformeément sur tout compact del vers f, alors f est continue.

Démongtration :
Soit (fn)n < n Une suite d'applications continues définies sur un intervalle | de R.
1) On suppose que la suite (fn)n < » CONver ge uniformément sur | vers une certaine application f.
Soit a € I. Montrons que f est continueen a :
Soit e € R
On sait que f,, converge uniformément sur | vers f :
INeN,VheN, (n=N = ¥xe X |fa¥) - fX)I| <¢g)
On sait que fy est continueen a:
Ine RL, Vxel, (x-a<n = [Ifn(X) - fn@)ll <e)
Pour untel n, onaalors:
k—al<n = [If() - f@I < [If() = /NI + I/ ) — @I+ [Ifn@) - f@ll < e +e+e < 3e
On en déduit : f continueen a
D'ou: f continue sur |
2) On suppose que la suite (fn)n < v CONver ge uniformément sur tout compact del vers f.

Soita e I.
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Soit C un compact contenant a.
D'aprés 1), f est continue sur C donc en a.

Donc f est continue sur 1.

Corollaire:

Si une suite d'applications continues (f,)n < n CONverge vers une application f non continue, alorsla

convergence n'est pas uniforme.

Démonstration :
Si la convergence éait uniforme, f serait nécéssairement continue. (Théoréme précédent)

Comme ce n'est pas le cas, la convergence ne peut pas ére uniforme.

Applications:
On retrouve ains lefait que la suite (f)n < n définie par :

X X"

ne peut converger uniformément sur [0, 1]. (Puisgue salimite smple f n'est pas continue)
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