RACINES D'UNE FONCTION POLYNOME DU 3°™® DEGRE (& coefficients réels)

On considére une fonction polynéme P, de dégré 3, a coefficients réds.

PX)=ax+bx’+cx+d aveca, b, cetdrédseta=0
Les limites en —oo et en +oo de P sont infinies et de signes opposés (selon le signe de a). Comme la fonction P
est continue (car polynomiale) le théoreme des valeurs intermédiaires nous assure de |'existence d'au moins une
racineréelle.

On propose ci-dessous une méthode pour calculer sa valeur exacte.

Posonsx =X+ h (ou X=x-h) ains :
P(X) = P(X + h) = a(X + h)* + b(X + h)? + ¢(X + h) + d
P(X + h) = ax® + (3ah + b)X? + (3ah? + 2bh + ¢)X + ah® + bh? + ch + d

Choisissons h comme suit, de fagon & annuler letermeen X2 :

he -2
3a
Posons également pour smplifier lataille deI'expression :
3ah? + 2bh+ ¢ ah®+ bh? + ch+ d
p= ———— €q=-
a a
Onaains :
P(X + h) = a(X® + pX —q)
On adonc: PX)=0 & PX+h =0 < X2+pX=q

Posons X=u +vavecu et v e C. (On a, ace stade, uneinfinité de choix pour u &t v).
Ainsi, I'équation X3 + pX = q équivaut a:
U+Vv)°+pu+v)=q
W+ 3uv+ 3w’ + VP +putv)=q
W+ V2 +3uv(u+Vv) +plu+v)=q
W+ +@u+p)u+tv)=q
On peut diminer un terme en choisissant u et v tels que:

w=-2

3
(Toujours possible car un systéme "somme-produit” admet toujours des couples solutions dans C x C)
Ainsi, on ale systéme "somme-produit" suivant :
wvi=q

3
uV = (__p)
3
Les complexes u® et v? sont donc sol utions de I'équation du second degré suivante :
3
Z2—qzZ+ (__p) =0
a 3

Calculons le discriminant A de ce trinbme du second degré :
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3
P

A= 2
g 27
1-signe(A) 1-signe(A)
i 2 A i 2 A
Donc: T 5 ) = O 5 )

Remarquons que U® et v sont soit deux réds (lorsque A > 0), soit des complexes conjugués (lorsque A < 0).
Dans ce dernier cas, on peut donc trouver des nombres complexes u et v qui seront également des complexes
conjugués. De cette maniére, on atoujoursu + v qui est réel.

Conclusion :

X=u+volu et vsont lesracines cubiques de

1-signe(A) 1-signe(A)
g-i 2 \/m o g+i 2 \/m
2 2

Et X € R nécessairement, puisqu'on a choisi u et v conjuguées (lorsque A < 0).

Remarque : dans le cas ol U et v* sont des réels, on al'expression suivante :
i,/q—\/q2+4p3/27 . i,/q+\/q2+4p3/27

2 2
(Formules de Cardano-Tartaglia)

X

D'ou une premiéere solution rédlle:

b
X1=U+V——
3a

Pour trouver les 2 autres racines, on factorise le polyndme P par (x — x;). La suite est é émentaire.

Exemple: X3+ X = -1.

4p® 4 31
Ona :1, :—1,A: 2+—_ - = —
P a a 27 27 27
_q- |3 31
3
X = 27 + 27 _ 0,68
2 2
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