APPROXIMATION D'UNE FONCTION CONTINUE SUR UN SEGMENT PAR DES FONCTIONS EN ESCALIER

Théoréme
Soit f une application continue sur un segment [a, b].
Soite O R,.
Il existe des applications en escaliers ¢ et Y telles que::
p<f<ysurfab] e - <esur[ab]

Démonstration
Pour tout n 0 N, on définit une subdivision réguliére { ag, ay, ..., a,} du segment [a, b] par :

b-a
n

OkO[o,n],ax=a+k

Comme f est continue sur [a, b], elle I'est aussi sur chacun des segments [ay, a.1] (0 < k< n - 1), doncy est
bornée, ce qui permet de définir :

M= sup f(t) e m= _inf f(t)
t[ay 8y tlay 8]

On définit alors des applications en escalier ¢ et Y sur [a, b] par:
Ok O[0,n—1], Ot O [a, aal, ¢(t) = mcet Y(t) = My

et: d(b) =myy et P(b) =Mpy
Aing, onabien: d<f<y surfa b]
Par ailleurs, f étant continue sur le segment [a, b], elley est unifor mément continue (théoréme de Heine) :

De ORY, th ORY, O y) Ofa, b’ (k-yl<n = If() - fy) <e)

Soit n le réel obtenu pour le réel ¢ fixé dans les hypothéses.

On sait que le pas de la subdivision est : b;na

Soitk 0 [0,n—1] et (x,y) O [a, &w]. Onadonc:
b-a
n

X=Y| < @y —a <

Choisissons un pas plusfin que n, obtenu pour les entiers n qui vérifient :

n= E(b_a]+l
n

Ainsi : X=-yl<n

De la continuité uniforme de f, on déduit alors :
If) - f(l<e
Cette derniére inégalité étant valable pour tous x et y de [ay, ).
En particulier pour un x tel que f(x) = My et uny tel que f(y) = my (existent bien car f atteint ses bornes) :
Mc-my<e
D'ou Y - ¢ < € sur chagque [ay, a.1] et donc sur [a, b]

Remargue : cette démonstration peut étre adaptée aux fonctions continues par morceaux sur le segment [a, b].
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