PGCD ET PPCM DANS Z. Algorithme d'Euclide dans Z

Dans tout ce document, on suppose (a, b) 1 Z x N'.

1. PPCM dans Z

1.1. Proposition
OnON,aZnbZ=nZ

Démonstration :

L'existence découle du fait que l'intersection de sous-groupes est un sous-groupe.

Unicité: sil existen' O N tel que: aZnbZ=nZ=nZ
Alors nin" et n'[n
Donc: n'=n

1.2. Proposition
L'entier n ci-dessus vérifie :
e nestunmultiplecommun deaetdeb

e g n'estunmultiplecommun deaet deb, alorsn' est un multipleden.

Démonstration :
e CommenZ=aZ n bZ,ona: nZOaZ et nZObZ

D'ou: alnetb|n

n est un multiple commun de a et de b
e Sin' estunmultiplecommundeaetdeb, alors:
n0OaZ n bZ
n'0OnZ

Donc: nin

En conséguence, n est le plus petit multiple commun de a et deb. On le note::
n=ppcm(a, b) ou n=alb

Onadonc: aZ nbZ=(@0Ob)Z
Remargue : la notion de ppcm peut se généraliser, par récurrence, a un nombre quelcongque (maisfini) d'entiers:

ppcm(ay, ... ,a)Z=aiZ n aZ n ...n aZ

1.3 Propriétésdelaloi O:

» Associativité: (adb)Oc=al(bOc)
+ Commutativite : allb=b0a Noter I'analogie entre les symboles :
+ 1 est dément neutre : 10a=a0l=a den
L H (Eh oui, lanotation [ est
¢ 0 est éément absorbant : 0O0a=ad0=0 malheureuse)
. alb = allb=b
+ Homogénéité | m(a0b) = (ma) O(mb) |
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Démonstration :
» Associdtivité: elle découle de I'associtivité de n
[@0Ob)0c]Z= (a0b)Zn cZ=aZ nbZncZ=aZ n (bOc)Z=[al(b0c)]Z
Donc: (alb)Oc=al((Oc)
»  Commutativité : elle découle de lacommutativité de n
(@a0b)Z=aZnbZ=bZn aZ=(bOa)Z

Donc: allb=b0Oa

+ Elément neutre : (@dl)Z=aZnZ=aZ doncall=a
Et (commutativité) : l0a=a

+ Elément absorbant : (00a)Z=0Z n aZ =0Z donc0Oa=0
Et (commutativité) : allo=0

e Sia|baorsbaz.

En outre, b O bZ.

Donc: bOaZ n bZ=(alb)Z
Donc: allb|b

Or, a 0b est un multiple de b donc : allb=b
Réciproquement, s : allb=b
Alorsb est un multiple dea donc : alb

e Homogénéité:
Prouvons: m(a O0b)Z = (ma O mb)Z
Si m=0, c'est évident. Supposons m# 0.
Soit x [0 (ma Omb)Z = maZ n mbZ. Alors,
[k, hOZ, x=mak=mbh

Alors%estentieret: %Dalan:(an)Z

Donc % est un multiplede a Ob.

Autrement dit, x est un multiplede m(a Ob) :

xOm(aOb)Z =m(aZ n bz)
Donc: (ma Omb)Z O m(a Ob)Z
Réciproquement, soit x 0 m(a 0b)Z = m(aZ n bZ).

Alors: X 0aZ n bZ,x=mx
Or: [h,kOZ,x =ah=bk
Donc X = mah = mbk

D'ou: xOmaZ n mbZ = (ma O mb)Z
Donc: m(a O b)Z O (ma O mb)Z
Finalement : m(a Ob)Z =[(ma) O (mb)]Z

| m(aOb) = (ma) O(mb) |
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2. PGCD dans Z

2.1. Proposition On verraplus loin (algorithme d'Euclide)
OdON,aZ+bZ=dZ comment déterminer I'entier d.

Démonstration :
Existence:
Il suffit de prouver que aZ + bZ est un sous-groupe de (Z, +) :
* il est non vide (contient 0)
e« s xetysontdansaZ +bZ, dorsil existe desentiersp, g, r et stelsque:
X=ap+hq et y=ar +bs
Donc: x-y=a(p-r)+b(q-r)JaZ +bZ

Ce qui prouve bien que aZ + bZ est un sous-groupe de Z, donc de laforme dZ.

Unicité:

Sil existed' O N tel que: aZ+bZ=dz=d7
Alors d|d et d|d
Donc : d=d

1.2.2 Proposition
L'entier d ci-dessus vérifie:
e ddiviseur commundeacetdeb

* s d estundiviseur commun deaet deb, alorsd' est un diviseur ded.

Démonstration :

+ Notons: Fw=aZ+bZ={am+bn, (mn) 074 =dZ
En particularissnt m=1etn=0,onvoitque: aOdZ
En particularissnt m=0etn=1,onvoitque: bOdZ

D'ou: dlae d|b

« PuisqueaZ +bZ = dZ, il existe un couple (u, v) O Z? tels que : Attention : (u, v) n'est pas unique.

au+bv=dx1=d

On voit alors que tout diviseur commun d' de a et de b est aussi un diviseur ded.

En conséguence, d est le plus grand diviseur commun de a et deb. On le note:
d=pgcd(a, b) ou d=a b ouencore d=(a, b)
Onadonc: aZ +bZ =(alb)Z

2.3. Définition
Une égalité du type au +bv=doud=a b est appelée égalité de Bézout.

Remargue : la notion de pged peut se généraliser, par récurrence, & un nombre quelconque (maisfini) d'entiers:

pgcd(ay, ..., a)Z =ayZ + aZ + ... +aZ
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2.4. Propriétésdelaloi O:

Associativité : (@a0b)Oc=al(bOc)
Commutativité : allb=b0a Noter I'analogie entre les symboles :
0 est élément neutre : OOa=al0=a Het
o H (Eh oui, lanotation O est
1 est élément absorbant : l10a=all=1 mal heureuse)

alb = allb=a

Homogénéité | m(a0b) = (ma) O(mb) |

Démonstration :

Associativité : elle découle de |'associativité delaloi + dans Z

[@0b)0c]Z= (a0b)yZ+cZ=aZ +bZ +cZ=aZ +(b0c)Z=[al(bOc)]Z
Donc: (alb)Oc=al((Oc)
Commutativité : elle découle de lacommutativité delaloi + dansZ

(adb)Z=aZ +bZ =bZ +aZ = (b 0a)Z

Donc : allb=b0Oa

Elément neutre : (ad0)Z=aZ+0Z=aZ doncalO=a
Et (commutativité) : O0a=a

Elément absorbant : (l0a)Z=1Z+aZ=7 donclOa=1
Et (commutativité) : all=1
Sia|badorsbdaz: (bhOZ,b=aa

Alors: Ou,vOZ?% au+bv=a(u+av)OaZ
Autrement dit : aZ+bzZU0aZ
Cest-a-dire: (aOb)z0Oaz

Donc: alalb

Et commea b |a, il vient: a=alb
Réciproquement, s : allb=a

Alorsaest undiviseur deb : alb

Homogénéité :

Prouvons: maZ + mbZ = m(aZ + bZ)

Si m=0, c'est évident. Supposons m# 0.
Soit x O maZ + mbZ :
[k, hOZ, x=mak+ mbh

Alors%estentieret: %DaZ+bZ:(an)Z

Donc % est un multiplede a Ob.

Autrement dit, x est un multiple de m(a Ob) :
xOm(aOb)Z
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maZ + mbZ 0 m(a Ob)Z

Réciproquement, soit x 0 m(aZ + bZ).

Alors: X DaZ +bZ, x=mx
Or: [h,kOZ,x =ah+bk
Donc x = mah + mbk
D'ou: x O maZ + mbZ
Donc: m(aZ + bZ) 0 maZ + mbZ
Finalement : m(aZ n bZ) =maZ n mbZ

m(a Ob)Z = [(ma) O (mb)]Z

D'ou: | m(a0b) = (ma) O(mb) |

2.5. Corollaire Remarquons qu'un pged n'est jamais

nul. En effet, il est au moinséga al

Sid=alb,dors: Emgzl
d d puisque 1 divise a et 1 diviseb.

Démonstration :

D'apréslarelation m(a O b) = (ma) O (mb), on peut écrire:

d(EDEj:an:d
d d

D'oil: apb_,
d d

3. Algorithme d'Euclide

3.1. Propriétés
. alb=al(a-h)

* Sigetr sont respectivement le quotient et le reste de ladivision euclidiennedeaparb(a=bg+r,0<r <b)

dors: aldb=b0Or | Cerésultat est la base de I'algorithme d'Euclide. |

Démonstration :
e Notonsd=alObetd =aO(a-Db).

Commed |aetd b, il est clair qued|(a—Db).

Commed |aetd|(a—b),il sensuitque: d|d

Commed |aetd |(a—b),il estclairqued |b

Commed' |aetd |b, il sensuitque: d|d

Finalement : d=d

alb=al(a-h)
< |l suffit d'appliquer |g| fois la propriété précédente :
alb=(bg+r)0b=..=(bg+r-kb) Ob= ... =rOb=b0r @A <K <|q)
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3.2. Conséquence : algorithme d'Euclide (per mettant de calculer le pged de deux entiersa et b)

On supposeici que: a et b sont éémentsde N” avec a> b et b nedivise pasa.
Posons : ro=aetry=b (doncry>ry)
Effectuonsladivision euclidiennedero=aparr;=b:

(g, rp) O N?, ro= Qury + 12 OU { Osr<h
rodr=rdr,

Sir,=0adorsalb=ro0r,=r, 00=r;.

Sinon, on réitere en effectuant ladivision euclidienne dery par r».

Supposons maintenant que, pour k > 2, on ait :

0<nq<r

M1 = Ok + M1 OU {
fe-1 O =1 Olig

On obtient alors des restes (a savoir ro, ry, ..., ) rangés dans un ordre décroissant strict :

f[g>r1>r1> ... >0

Par conséquent, il existe un rang n tel quer,.; = 0.

Onaalors: M-1=0afn+0 00 rpy Ory=r, 00 =r,
On en déduit : alb=roOry=r,Or,=...=r,00=r,
Conclusion :

Rappsl :
Si bdivisea, aors:
alb=b

L'algorithme ci-contre

est alors sans intérét.

Eviter de parler de "suite d'entiers
stictement décroissante” donc "nulle

apartir d'un certain rang'"...

le pgcd est le dernier reste non nul danslesdivisions euclidiennes successivesdery-; par r (k = 1)

Exemple : calculer le pged de 142 et 38 avec |'algorithme d'Euclide :

h & N I
142 = 3 x38+28

hn g L I3
38 =1x28+10

flo O3 I3 Iy
28 =2 x10+ 8

l3 Oy Iy T5
10=1x8+2

fy U5 Is Tg
8=4x2+0

Donc 142 [038=r5=2

Présentation de I'algorithme en vue de sa programmation :

Ilustration avec a=142 et b = 38

Répét
wEer g=4 r=10 a=38 b=10
g:=adivb

r=amodb g=3 r=8 a=10 b=8
a=b g=1 r=2 a=8 b=2
b:=

- q=4 r=0 a=2 b=0
Jusquar=0
pgcd :=a pged=a=2
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Remarque : on peut étendre I'algorithme d'Euclide & (a, b) 0 Z x N”. Par exemple
-142 = (-4) x 38 + 10
38=3x10+8
10=1%x8+2
8=4x2+0
D'ou: (-142) 038=2.
Mais cela est peu utile car, dans Z, on définit :

pged(a, b) = pged(jal, [b])
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