Irrationalité des nombres de la forme exp(r) et In(r), lorsquer € Q

- Partie A - Etude d’ une suite -
Soit X un réd strictement positif fixé. On définit, pour tout n € N, la suite (un(X)) par :
Xﬂ
Un(X) = ——
n!

Le but de cette premiére partie est de démontrer que la suite (u,(X)) converge vers 0.

1. Soit N un entier supérieur a X strictement. On note q = N Démontrer que:

Nﬂ
un(x) = qn —
2. Démontrer, par récurrence, que pour tout entier n > N :
n N
NN
n! N!

3. En déduire que la suite (u,(X)) converge vers 0.

- Partie B - Etude d’uneintégrale -

Pour tout rédl x strictement positif et tout entier naturel n, on considere l'intégrale:

14(X) = % J’ jl(l—tz)n & dt

2e*

0. Démontrer que: 0<In(X) < '
n!

1. Calculer 1o(x) et démontrer que: [4(x) = is ((2x—2)eX +(2x+ 2)e’x)
X

. 4 4
2. Démontrer quepour toutn e N1 I5.5(X) = — 1n(X) - n_;rG Ine2(X)
X X

3. Démontrer que pour tout entier naturel n, il existe une fonction polyndme P, & coefficients entiers et de

degréntdleque: [h(X) = % (Pn(x)eX -P, (—x)e’x)
X

- Partie C - Epilogue -
1. Le but de cette question est de démontrer que s x et un nombre rationnel non nul, aors e*est un
irrationnel.

Soitx € Q, notéx= P avec (P, ) € N x N
q

On varaisonner par |'absurde en supposant €* e @:. On note donc e*= % avec (a, b) e N" x N,
Démontrer, al'aide des résultats des parties précédentes que :
abp™™M(x) € Z
lim abp®™(x)=0

N—-+o0

En déduire une contradiction et conclure danslecasol x € Q’, .
2. Démontrer quesi x e Q" , alors e*e R\ Q.

3. Démontrer ques x € Q, \{1}, dlorsinx e R\ Q.

Irrationalité des nombres de la forme exp(r) et In(r) Page 1 G. COSTANTINI  http://bacamaths.net/


http://bacamaths.net/

- Irrationalité des nombres de la forme exp(r) et In(r), lorsque r € Q - Solution -

- Partie A - Etude d’une suite -

1. Il suffit d'écrire:

n n n
o= XU N N
N" n! n!

2. On considéere la propriété o définiepour n = N par :

N NN
o) < T

e Onaclairement @ (N).

e SuUpposons g (n) pour un certain entier n > N.

N™ONT N e NN N "N NN
<—x < <

(=D nl  (n+D) = NI (n+D) NI

D'ol p(n+1)

Du principe de raisonnement par récurrence, on en déduit la propriété @ (n) pour tout n > N.

N
3. Onadonc, pour tout n > N : 0 < u(X) < q”N—

N
Laquantité % est indépendante de n. Par ailleurs, commeN > X >0, onaq < ]0, 1], donc :

lim q'=0

N—-+o0

Du théoreme des gendarmes, on en déduit:  lim u,(X)=0

N—-+o0

. . . L. . X" . .
Remarque : s I'on sait que, pour tout X fixé, la série de terme général —- converge (vers €9, le résultat ci-
n!

dessus est alorsimmeédiat puisque le terme général d'une série convergente tend nécessairement vers 0.

- Partie B - Etude d’uneintégrale -
2 n
0. Pourtoutt e [-1;1],ona: Os(l—t ) <1
D'ol : 0 s(l—tz)n e < < e
En intégrant pour t allant de—1 a1, on obtient :

0< Ifl(l—tz)n & dt < 2¢

D'ol : 0<In(¥) <

2e*
n!
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Enfin, I'application f : t (1—t2)n €™ est positive sur [-1 ; 1] et ne sannule qu'en un nombre fini de

points, donc s F est une de ses primitives, alors F est strictement croissante sur [-1; 1]. En particulier :
F(1)-F(-1)>0

1
Cest-a-dire: _[ l(1—t2)n *dt>0
D'ol : I.(X) >0
X
Conclusion : 0<Iy(x) < 2e'
n!
1 etx 1 el _gX
1. Ona: Io(x)=_[ ¢ dt = {—} =
-1 X, X

Calculons I1(x) al'aide de deux intégrations par parties successives :

11(x) = J’ fl(l—tz)etx dt

On pose: ut)=1-t% e v(t) = &~
etx
Ains : u'(t)=-2t et v(t)= —
X
1
D'ou : L) = 2 J’ te™ it
X J

1
On calcule _[ ltetX dt a l'aide d'une seconde intégration par parties:

1
1 X 1 X —X X A X
‘[ te™ dt = {te_} - EI a=- € € ze = iz ((x—l)ex+(x+1)e’x)
1 X | xda X X X
Finalement : 11(X) = % ((2x—2)ex+(2x+ 2)e’x)
. _ 1 ! _32 2 i
2. Ona: lna(X) = o J:l(l ) et
2
Posons : u(t) = (1—t2)n+ et V(t) = ¥
1 X
Ains : w) =-2t (1-12)" et vit)= =
X
1 1
On obtient : Ino(X) = 1 _[ 2t(1—t2)n+ e™ dt
x(n+Y! J
2 n+1 tx
On remet ca avec : ut) = 2t(1—t ) e Vv(t) =€

Ains :

n+l

u(® = 2(1-2)" - a0 (1-22) = 2(1-2)" 4y (1-22)" 4+ 1) (1-12)

X

, n+1 n g
u'(t) = (4n + 6) (1—t2) —4(n+1)(1—t2) o V()= =
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D'ou: In2(X) = m _[ll{4(n+1) (1—t2)n —(4n+6) (1_t2)ﬂ+1:|etx dt

4n+6

|n+2(X) s In( ) n+l( )

3. On considére la propriété g, définie pour tout entier naturel n par :

¢(n) : pour tout k € [0; n+ 1], il existe une fonction polyndme Py de degré k, & coefficients entiers et telle que
W0 = e - (R ~R (3¢ ™)

e D'apreslaquestion 1, on a @ (0).
e Soitn e N'. Supposons g (n). D'apréslaquestion 2, on a:

4n+6

|n+2(X) S In( ) n+l( )

D'aprés g (n) appliqguéeaveck=netk=n+1:

10 = s (P00 =Ry (0™ =58 (Rua006 ~Pra(-0 )

o) = g (4P (X)€" =~ HCR, (-X)e™ = (4n+6)Py,1 (X)€" + (4N + 6)Ry.1 (-X)e )

Posons : Pri2(X) = 4P,(X) — (4n + 6)Py,1(X)

P..2 est bien une fonction polynéme a coefficients entiers et de degrén + 2.

. 1 _
Etains,ona: Ini2(X) = s (sz(x)eX ~P,,(-x)e x)

On adonc, pour tout k € [0 ; n+ 2], I'existence d'une fonction polynéme Py & coefficients entiers et de
degré k telle que : [(X) = o (Pk (X)e* =R (- x)e’x)
D'ol p(n+1).

D'aprés e principe de raisonnement par récurrence, la propriété ¢ est donc vraie pour tout entier n.

En particulier, on a bien pour tout entier naturel n, I'existence d'une fonction polynéme P, a coefficients

entierset dedegrénteleque: 1,(x) = i (P (x)e* - Py (-x)e” )

- Partie C - Epilogue -

1. Commex= P et que P, est a coefficients entiers et de degré n, q"P(X) &t g"P,(—x) sont des entiers. Or :
2n+1
o} a b
In(x) = T [Pn(X)B— R (_X)gj
D'ol: abp®™ ™M ,(x) = &P Py(X) — b’ P(—X)) € Z

Or,a>0,b>0,p>0etl(x)>0donc: abp®™(x) e Z

2n+1 X
Par ailleurs, d'aprés B.O : abp?™ (%) < %‘bp—'e
n!
2 . 2n+1
Et comme e = %: abp®™™,(x) < 2ap p'
n!
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(e)

abp?™™,(x) < 2a’p '
n!
Et d'apréslapartie A appliquée avec X = \/p :

lim abp®™,(x)=0

n—+0
La suite (abp™™,(x)) est une suite d'entiers non nuls qui converge vers 0, absurde.

Donc: e R\Q

2. Sixe Q ,adors—x e Q, et d'apréslaquestion précédente:

exzflxe R\Q
e
3. Onadonc: xeQ = e R\Q

Soitx e Q@ \{1}.S Inx € Q, alorsd'aprés ce qui précéde €"*=x € R\ Q, absurde.
Doncinx e R\ Q.

Bilan : xe Q. \{1} = InxeR\Q
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