FONCTION CONTINUE SUR UN SEGMENT

Théoreme 1
Soit | =[a, b] unsegmentdeR et f : 1 — R une application continue.

Alors f est bornée sur |.

Démonstration :
Supposons f non bornéesur 1.
Soit clemilieudel.
Posonsa; =a et b; = c s f non bornée sur [a, c].
Posonsa; = c et b; = b sinon.
En réitérant ce procédé, on construit, par récurrence, une suite de segments emboités
[a,b] O[ay, by O...0O[an by O ...
Sur chacun de cesintervalles, f est, par construction, non bornée.
b-a

on

De plus, par construction, lalongueur de [a,, b,] est

Les segments [a,,, by] ont donc des longueurs qui tendent vers 0. Les suites (a,) et (b,) sont donc adjacentes.

Notons X, leur limite commune.

Comme f est continue en Xy, ona(avece =1) :
M ORY, OxO1: (x=xl<n = [f(}) = f(x)[<1)
Clest-a-dire: MORY, OxO1: (X-X|<n = f(x)—1<f(X) < f(x)+1)

Donc f est bornée sur [xo — N, % + N|[.

Comme les segments[a,, b,] ont des longueurs qui tendent vers 0, on a:

OeORY, INON :(n>N = b,-a,<¢)

Donc, pour un certain N, les segments[a, ; by], n = N, sont contenus dans X, — 1, X + N|[.

Or, f n'est pas bornée sur [a,, b,] d'ot une contradiction.

Donc f est bornée sur 1.

Théoreme 2
Soit| =[a, b] unsegmentdeR et f : 1 — R une application continue.

Alors f atteint sesbornes.

Démonstration :

D'apresle théoreme 1, on sait que f est bornée. NotonsM = sup f et m= il?f f.
|

Montrons qu'il existe o dans| tel que f(xo) = M.

Comme M est laborne supérieurede f sur | :

OeORY, IXO1:M-g<f(x) <M
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En particulier, avece = —: O, O :M—H <f(x) <M

S|

Lasuite (f(x,)) converge donc vers M.
En outre, la suite (x,) est bornée. D'aprés le théoréme de Bolzano-Welerstrass, on peut donc en extraire une sous

suite qui converge vers un certain réel x,. Notons ¢ : N° — N’ une application strictement croissante telle que
(x¢(n)) CONnverge vers Xo.
Lafonction f étant continueen xg,ona: M= lim f(x¢(n)) = f(Xo).

n - +oo

Donc f atteint son maximum.

On démontre, de méme, que f atteint son minimum.

Corollaire
Soit | =[a, b] unsegmentdeR et f : 1 — R une application continue.

Alors f(I) est un segment.

Démonstration :

On sait déja, que I'image (par f continue) d'un intervalle est un intervalle.
D'apréslethéoréme 1, J = f(l) est unintervalle borné.

D'aprésle théoreme 2, J est fermé.

Donc J est un segment.
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