DIFFERENTES FORMULES DE TAYLOR POUR UNE FONCTION D'UNE VARIABLE REELLE

[ntroduction

Soient f une fonction de classe C ® sur unintervalle [,aO | et T, un polyndme de degré p tel que:
T@=f@; T,@=f@;..:TP@=f (@

Nous savons que toute famille de p + 1 éléments échelonnée en degré est une base de R[X].

On peut donc écrire

p .
To) = Y Aj(x-a)’

i=0

p
Ona: T8 09 =k A+ Y Cikinj(x—a)l ™
j=k+1
T(k)(a) f(k)(a)
) (a) — _'p _
D'ou : Tp (a)—k!)\ket)\k— Kl = Kl .
o (=)
Onadonc: To(X) = sz‘ )(a)
k=0 :

T, sappellele polynéme de Taylor al'ordre p delafonction f en a.

1. Formule de Taylor avec reste intégral

Théoreme 1
1
Soit f une fonction de classe C " sur unintervalle| et soita 0l 1.

Alors: OxO1, f(x) = Te(X) + Ry(X)
P X —
ol To(X) = Z(X;—?)kf(k) (@) et Ry(X) = Ia% f(p+1) (t)dt .
k=0 : :

(T, sappelle encore la partie réguliére d'ordre p du développement de Taylor et R, est le reste intégral d'ordre p)

Démonstration par récurrence finiesurn < p:

On considére la propriété H,, définie pour n 0 [0, p] par :

Hn: Ox O, f(X) = Ta(X) + Ry(X)
Le point de départ : on sait que: f(x) = f(a) + I: f'(t) dt Ox 0O, cequi est H.
Supposons que H,-; soit vraie pour un certain entier ntel quel < n < p.
A l'aide d'une intégration par parties de Ry(x), il vient :
(enposant Uy ()= £ (1), Val®) = (x=1)", un(t) = ) et Vi t) = -n(x~ ™) :

(x=0)"fF"t)

n!

X 1 X ., HR
Rn(X)=[ } + j (X=1)"TFMW () dt = =To(X) + Tat(X) + Ria(X) = =Ta(X) + f(X) d'0U Hy.

(n=-1!

Autres formulations :

En posant h = x — a, laformule de Taylor peut encore sécrire :
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fla+h)= if(k)(a)+‘.‘a+h(a+h—t)p £ (g

p
| |
k=0 < P!

Et, en posant u =t — a dansleresteintégral, on obtient (du = dt) :

P
farh = Y I po e [0 )

kO

2. Formule de Taylor-Lagrange. Inégalité de Taylor-Lagrange

Théoréme 2

Soit f une fonction de classe C P et (p + 1) foisdérivable sur unintervale |l =[a, b] et avaleursréelles.

Alors [ [ ]a, b tel que:

P ok
=y, 022 0+ OB o
k=0 ’

Démonstration 1 :

(b _ t) p+1

(p+1)! A et choisissons A tel que ¢(a) = 0.

- (b-D*
Posons ¢(t) = f(b) = Y- ——f¥(t) -
k=0 ’

_ Pl Pk
(On adonc %A: f(b) - Z%f(k) @))
' k=0 :

Enoutre, onad(b) = 0.
Puisque f est declasse C P sur I, lafonction ¢ est dérivablesur | etl'on a:

—_f)\P
00 =—F(t) - z (b-1)* t) FOD (1) (lzk t)l)| f(k)():| (b p;f) A

- - —t\P
d)'(t):—f'(t)—zuf(kﬂ)(t)_,_z(b 't) f(k+1)(t)+(b |t) A
=1 k! k=0 k! p:

v =-L pt) e + O ;!t)p as ;!t)p (A=)

D'apres le théoreme de Rolle (¢ est dérivable sur [a, b] et §(a) = ¢(b) = 0), [t [ ]a, b[ tel que ¢'(c) = 0 donc tel
que:

A= (c) doulaformule de Taylor-Lagrange.
Danslecasou, deplus, f (P*D et continue sur I, on ala démonstration 2 suivante plussimple:

Ona: Rib) = | :% £ 4y it

(b-1)°
|

Or: = 0sur [a, b].

D'aprés laformule de la moyenne (voir exposé sur la définition de I'intégrale), on a:
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(b-a)P*!

GO

[t 0 [a, b tel queRy(b) = £ () j °(b "p't)p dt =

Laformulede Taylor-Lagrange n'est pasvalables f est a valeursdans C.

Inégalité de Taylor-Lagrange:

En majorant le reste intégral (ou le reste dans laformule de Taylor-Lagrange pour lesfonctionsréelles R) :

. (P+y) : o . (p+1)
La fonction f " &ant continue sur le compact [a, X] (ou [x, a]), il existe un majorant M de |f i | sur ce

compact. On aalors:

Rior< - Lo
[x-a"""

X
IR(¥)| < M Pl

Attention, dans I'inégalité ci-dessus, le mgjorant M dépend de p.
D'ou I'inégalité de Taylor-Lagrange :

Théoréme 3
1
Soit f une fonction de cdaseC" suruneintervale |l et soita .

Soit M un majorant de |f* " | sur lintervalle [a, x] (ou [x, &]).

_ |p*l
Alorspour tout x O I : [f(X) - To(X)| < Mm
(p+ 1!

Autre écriture :

p+1
o) - Z(b D @) < e Do

3. Aspect local : formule de Taylor-Young

Théoreme 4
Soit f une fonction de classe C P surunintervallel et soita 0l 1.

Alors pour x situé au voisinagede a : f(X)=Ty(x) +0 ((x —-a) ")

Démonstration :
Soit x O I. On écrit laformule de Taylor-Lagrange al'ordre p — 1 sur l'intervalle [a, X].

Ebl]ltelquef(x):T_l(x)+(X a) f®(c)

Lorsque x tend vers a, ¢ tend nécessairement vers a, si bien quelon a:
fP )= fP(a) +&(x) ou lime(X)=0
X-a
(x-a)" a) (x=a)f
p!

D'ou: 09 =Toa() + ~——=—fP(a) +

———¢(X)

fO) =Ty(x) +0 ((x -a) p) au voisinage dea.
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