GROUPES MONOGENES

1.1. Définition
On appelle groupe monogene, tout groupe de laforme :
G={a"'n0ZzZ}
Ondit dorsque a est un générateur deG et onnoteG =< a >

On dit qu'un groupe est cyclique sil est monogéne et fini.

Exemples:
Typiquement : (Z/nZ . +) est un groupe cyclique (d'ordre n)

(Z, +) est un groupe monogene (infini)

1.2. Théoréme

Tout groupe monogéne < a > est soit infini et isomorphe a (Z, +), soit fini et isomorphe a (Z/mZ , +) ,mON".

Démonstration :
On considére I'application :

q)a:Z -<a>
nk—a'

o Im(¢,) =<a>donc ¢, est surjectif.
e G n+n)=a""=a"xa" = p.(n) x dpa(n’) donc ¢, est un mor phisme de groupes.
On sait que le noyau d'un morphisme de groupe est un sous-groupe, donc :
Ker(¢) ={n02Z|a" =1} est un sous-groupede Z
Par conséquent, il existem O N tel que: Ker(dg) =mzZ
Deux cas se présentent alors :
m=0:etaorsKer(d,) ={0}, ¢, estinjective et donc bijective. Donc < a > est infini et isomorphe a (Z, +).
mO N’ : danscecas, ¢, n'est pasinjective. Mais:
da(N)=¢an) = a"=a" => a" "=1 = n-nOKer(¢) = n-nNOMZ = n=n'[m]
$4(n) ne dépend donc que de laclasse i de n modulo m.
Définissons aors:
¥ Jato,) = /mz <2
nHa'

Ainsi, ce nouveau morphisme ¢, est injectif (puisque o, (N ) = §,(N') = N =N") et surjectif.

i YA
Donc < a > est isomorphe a qu.
¢a

On dit que I'on a factorisé le morphisme ¢, : Z <a>

Tz
n
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L'entier mO N’ vérifiedonc a” = 1 et c'est le plus petit. (En effet : d'=1=k0O Ker(dp,) = kO mZ)

Cet entier msappellel'ordredel'élément a.

1.3. Théoréme
Soit G un groupe monogene : G=<a>
1) Si Gestinfini, alorsses seuls générateurssont a et a .

2) Si G est fini d'ordre n, alors ses générateurs sont d'ordre n et sont les a* oui (k, n) = 1.

Démonstration :
1) Puisque a est générateur, a " I'est également :
OgO0G, hOZg=a"=(a}™

Soit b un générateur de G.

Comme a est générateur : woZ b=a"

Comme b est générateur : vOZ,a=hb'

Onadonc: b=b"
bl—uv: 1

Or, b n'est pas d'ordrefini. (Sil I'était, il ne pourrait pas étre générateur)

Donc : 1-u=0
uv=1

Et comme u et v sont des entiers: u=louu=-1

D'ou: b=aoub=a"

2) Soit b un générateur de G. Montrons que b est d'ordre n.
D'aprés le théoréme de Lagrange, on sait que I'ordre de b divise n.
Sil le divisait strictement, b ne pourrait pas engendrer G, donc b est d'ordre n.

Soit maintenant un entier k tel que b = a* soit générateur.

Comme b est générateur : woZ a=h
Onadonc: b=p«
bl— ku =1

Or, l'ordrede b est égal an (car b est générateur), donc :
vOZ,1-ku=vn
D'aprés le théoréme de Bézout, on déduit : (k,ny=1
Réciproquement, supposons (k, n) = 1 et montrons que b = a* est générateur :
D'aprés |e théoréme de Bézout : Qu,v) 07 uk+vn=1
Comme a est dordren, onadors:
(ak)u —gk=gl "M=ax @)'=a

Ce qui prouve que a est une puissance de a*, donc G = < a*>.
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