SUITES HOMOGRAPHIQUES

Contexte et données :

e (abcdeR'etd=ad—bcavecc=0etd=0. Si c= 0, alors 'application f et affine.
d a Si 5 =0, dorsl'application f est constante.
o f:R\ {_E R\ {E} Ces deux cas particuliers séudient différemment.
+
x > X b
cx+d

UeR
Una = f(Uy) VneN

u = (uy) lasuite définie par : { lorsgu'elle existe (ce n'est justement pastoujoursle cas!)

(&) I'&quation : A = f())
E={weR|3Ine N|cu,+d=0}

Objectifs:
o Pour quellesvaleurs de up la suite (u,) est-€lle bien définie ?
e Exprimer u, en fonction den.

e FEtudier la convergence de la suite (uy,).

Pour faciliter le travail, commengons par ce qui suit :

Quelques propriétés utiles et usueles des suites homographiques

1. f est unebijection:

Soity € R\ {%} Montrons : Ilxe R\ {—E} te quey = f(X)
c

ax+b

Lacondition y = f(x) Sécrit : y=
cx+d

yex+yd=ax+Db

x(cy—a)=b-dy
Or,cy—a=0,dou: w_ —dy+b
cy—a

Pour chaquey de R \ {%} , il existe un unique antécédent, ce qui prouve la bijectivité de f.

Le calcul ci-dessus permet également d'expliciter la bijection réciproque :

rinfgan (Y

—-dx+b
cX—a

X

2. Etudedel'équation (&) : A= f(A) :
Cette équation du second degré sécrit encore :
A+ (d-—ar-b=0

Son discriminant A est :
A =(d—a)?+ 4bc = ? + a® — 2ad + 4bc = (d + a)? — 4ad + 4bc = (d + a)* — 4
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Remarquons au passage que, comme = 0, on a: (a+ d)® = A.

Si A >0 (cest-adire(d + a)* > 45) : alors|'équation (£) admet deux racines réelles distinctes :

2c 2c
Si A=0(cest-adire (d + a)* = 43) : alors|'équation (&) admet une uniqueracineréele :

y-2-d
2c

a-d+vA o B a-d-vA

Remarquons que dans ce cas, on a nécessairement : a+ d = 0 puisque d = 0.

Si A <0(cest-adire(d +a)* < 45) : aors|'équation (£) admet deux racines complexes conjuguées :

_ a—d+|\/m 4 B=g
2c

3. Propriétésdesracinesde (&) :

Soit A uneracine de (§). On adonc: f) =2
Comme f est bijective: frof) =770
A=)
On adonc: p= B+b_ —dr+b
cA+d ci-a

4. Lienentrelesracinesde (&) et lasuiteu :

Soit A uneracinede (). Si up = A alors, u, # A, vn € N.
Preuve : par récurrence. Supposons Up # A. Considérons g (n) : " u, = A" pour n € N.

¢ Ona p(0) par hypothése.

e Supposons g (n) : Up = A
Comme f est injective : fun) = f(A)
Cest-a-dire: Unir # A

D'ol p(n+1).

D'ou le résultat annoncé.

5. Accroissement moyen de f :

Pour tousx et y de R \ {— %} digtincts:

ax+b ay+b acxy+adx+bcy+bd —acxy—ady—bex—bd _ (ad —bc)(x-y)

cx+d  cy+d - (cx+d)(cy+d) (cx+d)(cy+d)

FO) - F() _ 5
X—-y (cx+d)(cy+d)

fX) - fy) =

D'ol :

Ces préiminaires étant faits, répondons maintenant a nos objectifs. En commengant par le deuxieme, a savoir :

expliciter 1a suite u.
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CAS 1 : I'équation (&) admet deux racinesdistinctesa et B (dans R ou C)

o S Up=oa (resp. B) dors, Vn e N, uy = a (resp. B) et c'est fini.
e S U € E dorslasuite (u,) ne seraplus définie au dela d'un certain rang, doncil n'y arien aexpliciter.
e Supposons désormaisuy ¢ E u {a, B}.

U, — o

u, —p

Remarquons également, que ayant supposéa. = ,ona: v, # 1, vn € N,

Comme (voir 4) u, = B, vn € N, on peut poser : v, =

Montrons que la suitev = (v;,,) est géométrique : pour toutn € N, on a:

Upg = _ fU)—fl@) @ 8(uy—a)  (cu,+d)(cB+d) _cp+d

Upr =B f(U)—f(B)  (cu, +d)(co+d) 3(u, —P) co+d
a+d—«/Z .

————— saepsontrédles
CB+d (2 a+d+x/Z

card lard-iJal

a+d+ijAl

(Cesrelations ont bien un sens car (a+ d)> — A = 0)

Vi1 =

Donc la suite v est géométrique de raison g =

S o et B sont complexes

Remarquons quel'on aqg = 0. (Sinon on aurait v; = 0 et donc u; = a ce qui est impossible car up = o)

Remarquons également que s g est complexe alors|q| = 1.

Onadonc, Vn e N : vnzuo—_aq”
Up— B
Or,Vne N: Un(Vh — 1) = BVh — @
D'ou Un = P —a
v, -1

On adonc explicité la suite u dans le cas ou |'éguation (&) admet deux racines distinctes.

Avant d'éudier le CAS 2, répondons a nos deux autres objectifs :

Lasuite u seranon définie dés qu'il existeun indicek e N tel que: u = —E.
c

U—o U -—a d+co

Pour detedlsk e N, ona: Vi = q = =0
Up— B u —p d+cB
D'ou : (Uo — )t = (Uo — B)
uo(qk+l _ 1) — 0qu+l _ B
k+1
Et pour cesentiersk tels que qk+l #1: Ug = —aqk+l 1B
q —_
k+1
On conclut : E:{aqulﬁ Ol]keNetqk”;el}
q —_

En général, cet ensemble E est infini maisil y peut y avoir des exceptions lorsque o et 3 sont complexes.
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UO cE
Par exemple: _1+u,
n+1 ™~ 1_un

Déerminons E. On aici, en appliquant ce qui précede :
o=i e B=-i

1+i .
==

1-i

72 4
E= T_J-,kENak¢3[4]

k2 1si_k=0[4]
Or, il(“‘T: OS| k:1[4]
-1s k=2[4]

Donc E={-1;0; 1}

La suite u est donc bien définie pour tout termeinitial up différent de—1, O ou 1.

Etudions maintenant la convergence de la suite u (notons qu'en cas de convergence, ce ne peut étre que vers
les pointsfixesa et B de f)

Casréd (A>0):

e Si|gl<1aorsvconvergeversO et donc u converge vers o.

e Si|g|>14dors|v|divergevers-+wo et donc u converge vers 3.

e Lecasq=1est exclucar daprés2., (a+d)?#A.

Cascomplexe (A <0) :

Dans ce cas, la suite u diverge. En effet, elle n'a aucune chance de converger puisque f n'a pas de point fixe
réd...

CAS 2 : |'éguation (&) admet uneuniqueraciney € R

o S uUp=7y dors vne N, u,=y et cestfini.
e S U € E dorslasuite (u,) ne seraplus définie au dela d'un certain rang, doncil n'y arien aexpliciter.

e Supposons désormaisu, ¢ E U {y}.

Comme (vair 4) u, # v, Vn € N, on peut poser : v, =
u, -y

Remarquons également que: v, = 0, Vn e N.
Montrons que la suite v = (v,) est arithmétique : pour toutn e N, ona:

1 cu, +d B cu, +d B cu, +d @ cu,+d
U,,—y au,+b—y(cu,+d) au,+b-ycu,—vd (a—yc)(u . b—ydj (a-yc)(u, —7v)
n
a—yc

Vot — Vo = 1 (cun+d_lj: 1y(cun+d—a+ycj

u,—-vy \a-yc U, — a-yc

Vi1 =
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Or,d-a+yc=d-a+ a-d_d-a 4 a—yc=a—a;d=id(¢0cary¢ Sy
2 2 2 a
d-a
. Ut 1 (2cun+d—a)_ 1 XZCX(un—y)_ 2c
n+1 n— - - - 4 |~
U, -y a+d U, -y a+d U, -y a+d a+d
2
2c

Donc la suite v est arithméique deraisonr =

a+d

(Cetterelation abien un senscar a+d = 0 quand A = 0)

Onadonc, Vne N : Vp = 1 +nr
Ug—7

Or,Vne N: UV —YVh=1

N 1+yv 1

D'ou: Up= = =

V,

. V,

n

On adonc explicité la suite u dans le cas ou |'éguation (&) admet une unique racine réelle.

Lasuite u seranon définie dés qu'il existeun indicek e N tel que: uc = —E.
c

Pour detelsk e N, on a: Vem — % ket ¢ __
Up —Y u—y d+cy

D'ol : 1 =—r—-nk

Up =Y
Et pour cesentiersktelsquer + nk=0:  Uy—y=—

r+nk
Up = —
T T K

On conclut : Ez{y— oneNetr+nk¢O}

r +nk

Précisons |a convergence de la suite u :

Comme v diverge vers-+oo ou —o, on déduit : u converge versy.
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