INTEGRALE DE DIRICHLET

Soit ¢ I'application définie sur R, par :
00 =X xR etp(0) = 1.
X
1. L'application ¢ n'est pasintégrable sur R..

a

2. lim d(x)dx existe.
a-+to J 0

+00

3.0na: I ﬂdsz

0 X 2

Démonstration

1. Considéronslasuite (U,), o définie par :

(n+n1 (n+)m| g
= "o lax= [T
X

nrt nrt

-
Posonst = x — NIt un:j |sin(t+nm)|
0 t+nm
T 2
Ona: Up > J' sintdt >
(n+hm o (n+D)m

mrt m-1 m
Diou: OmO N,J’ 1009 k= Y u, > Ezl

0 n=0 mn n:ln

Et comme la série harmonique diverge, on en déduit que ¢ n'est pas intégrable sur R..

2. Cependant, une intégration par parties donne:

_[an’(x)dxz Iasmxdx: [l_COSXTJ’ Ial—cgsxdxz 1—(:osa+ Iaw(x)dx:aw(a)+jaw(x)dx
X 0 0 0

0 X 0 X a

(Onapose: u(x) = % ; V(X) =sin x et on achoisit v(x) = 1 — cos X)

(Onrappelle que I'application &: x 17 cosx

se prolonge par continuité en 0 par &(0) = 0)

Or, I'application Y : X > 1_CSSX se prolonge par continuité en 0 par Y(0) = % donc est localement
X
intégrable sur R.. et comme: Ox O R, WX)| < 32
X

On en déduit que | est bien intégrable sur [1, +oo[ et donc (continuité sur [0, 1]) sur R,, d'ou :

lim Oaw(x)dxexistedans[R

a— too

Et comme lim ay(a) = lim &@) =0, onabien:
a— +oo a— +oo

lim [ “¢(x)dx existe dans R
0

a — too

Moralité: ¢ est non intégrable mais son intégrale impropr e converge.
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3. Cacul del'intégrale de Dirichlet
Etape 1
On considére I'application f définie sur 10, g [ par:

N

X sinx
Montrons que f se prolonge par continuitéen O :

On a, pour tout x (110, g[ :

X 4
] —— +o(x)
_SInX—X _ 6 : _é ) :_5 ,
f0= = Gnx - 2 +0(0) —( 6+o(x )) (1+0(x)) 5+ o)
On en déduit Iirrg)f(x) -0

Donc f se prolonge par continuité en 0 en posant f(0) = 0.

Remarques :
e onadors f0=1O) _ —% + 0(x), d'oti I'on déduit que f est dérivable en 0 avec f'(0) = —% .
X
sinx— X
2
« Enécrivant f(x) = ﬁ , on peut montrer & l'aide du quotient de deux séries entiéres que le
X

prolongement de f est de classe C” sur R.

Etape 2
™ .
On pose: Jn:j2MdX
0 SN X
Caculons J,

sin[(2n+1)X] PN

Précisons au préalable que Iirrz) n + 1, donc J, est bien définie.
X —

sinx
Pourtoutn 0N, ona: sin[(2n + 1)x] - sin[(2n — 1)X] = 2cos(2nX)sin X
D'ou Jn=Jdha=2 j ? cos(2nx) dx = 0
0

On en déduit que la suite (J,) est constante et :

Autre méthode plus longue : on calcule le noyau de Dirichlet :

Pour toutt 0 R\ 21Z, on a:

. (n+l

n ” ei(n+1)t_1 iﬂsn(?t)
K — -2

Ze - eit_l =€

ot
k=0 sin_
2

Posonst = 2x, ainsi pour tout x 0 R\ 17 :

0 ' + i +Dx]-sin(- ' +
Re ZGZIKX - cos(n¥) sm[@ Dx] _ 1 sin[(2n 1_)x] sin( x)= 1 sm[(2h D] + 1
= sinx 2 sinx 2 sin X 2
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sin[(2n+1)X]
sinx

D'ou:

= Zzn:cos(ka) -1

k=0

. s
Et en intégrant entre O et > :

LY no.n
anj' dexzzzj ? cos(2kx) dx —
0 sinx =’ 2

Or, pour KON : J‘Ecos(ka) dx = [5'”(2‘0()}2: sinkm) _
0 2k o 2
D'ou : anzj'fdx_ﬂzﬂ
0 2 2

Etape 3
™ .
On pose: Ky = j ZMdX
0 X
+00 q
Montrons que : lim Kn:j ﬂdx
n - +oo 0 X

Tout comme J,, K, est bien définie. Posonst = (2n + 1)x. Ainsi :
e Sint
Kn= J' 2 3N 4
0 t
On avu que l'intégrale ci-dessus admet une limite lorsque n tend vers|'infini, d'ou :

—ax
0 X

lim K, =

n - +oo

J‘+°°sinx

Etape 4 : lemme de L ebesgue pour les applications continues

Supposons f = 1 sur [a, b]. Alors, pour A O RY :

J'bei“ dt| =
a

Supposons f en escalier sur [a, b]. Alors, sia=ag<a; <a,<..<a,=b est une subdivision de [a, b] adaptée

b _ gira
iA

<2 0pgEo
At

af, il existe desconstantesAq, Ay, ... , Ap tellesque:

n

f=2 AMXas.al

i=1

D'apreslarelation de Chasles:
b . N a .
eMftydt=> A | eMat
ICHIC Zl N

n
< ITZI DN 0P Qe

b
D'ou, pour A O RY : U eMf(t) dt
a i=1

Supposons enfin f continue sur [a, b]. Soite O RY.
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Comme I'ensemble des fonctions en escalier de [a, b] dans C est dense dans I'ensemble des fonctions
continues de [a, b] dans C pour lanorme uniforme, il existee: [a, b] — C en escdlier telle que:

If —ell. < €
Ecrivons : f=(f-¢e+e

Or, pour tout A O R :

b iAt b
U SN (FO-em)at| < [ 7O -e0lct <If -el(b-a) < e(b-2)

Et d'autre part, comme e est en escalier, on a:

b jAt
j éMe(t)dt| 0 (C- 0
. !

b .
Clest-&dire: DO RY,ONORY, A= 0 = U eMe(t)dt| <¢)
a

On en déduit que pour tout A tel queA = Ag>0,0na:

U "M F(h) ot

<gb-a)+e

b iA
im | €Mf(t)dt=0
a

I
A = +oo

Cequi signifiebien:

Remarques :
» Ce raisonnement fonctionne encore si on suppose f continue par morceax sur [a, b].

« S festdeclasse C' sur [a, b], une simpleintégration par parties suffit & prouver le lemme.

* S festavaeursdans C, le passage alapartie réelle et ala partie imaginaire donne :

) b B ) b ~
lim J'acoso\t)f(t) =0 & lim J'asn()\t)f(t) dt=0

Etape 5 : conclusion

Ona: Ko = dn= J'ff(x)sin[(znu)x]dx

Comme f est continue sur [0, g], on ad'aprés le lemme de Lebesgue :

lim (K,-J,) =0
n - +oo
+00 g
D'ou: j ﬂdx: I
0 X 2
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