THEOREME DU RANG - FORMULE DE GRASSMANN

Théoréme du rang

Soit E un e.v. de dimension finie et E' un e.v. de dimension quelconque. Soit f O L(E, E')

1) Tout supplémentaire de Ker f estisomorphealm f. On rappélle que, par définition :
2) dmE=dimKer f+rgf rgf=dmimf

Démonstration :

1) Soit U un supplémentaire de Ker f : Idée de la démonstration :

E=Ker fOU (etdoncKer f n U={0}) On restreint f & un supplémentaire U

L o L. Im(f) deKer f et on montre que I'on induit
Considérons I'application linéaireg=f, ;""" : U — Imf. , _
‘ un isomorphismede U sur Im f.

Montrons que I'application linéaire ainsi construite est un isomor phisme de.v.

Montrons gue g est une surjectionde U sur Im f :

Soity O Im f. Alors: kO Ete quey = f(X)
Ecrivons: X=X, +X avecx; OKer fetx, OU
Aing, il apparait : Y =f(X+ %) = f(x) + f(X) =0+ (%) = f(X2)

Donc y admet un antécédent, par f, dans U (asavoir x,).
Donc y admet un antécédent par g. Donc g est bien une surjection de U sur Im f.

Montrons gque g est injective :

Soient X, y O U. Supposons a(x) =g(y)
Alors, par linéarité de g : x—yUOKerg
Mais g est uneredtriction de f donc : KergOKer f
Donc: x—-yOKer f
Et commeKer f n U={0},ona: X=y

Donc g est injective.
Bilan : g est un isomorphisme d'e.v., ce qui prouve 1).
2) Soit U un supplémentaire de Ker f : E=Ker fOU
D'aprés un corollaire précédent : dmE=dimKer f +dimU
Et en vertu de ce qui précede (dim U =dim Im f), il vient :
dmE=dimKer f +dimIm f

On a prouvé le théoréme du rang.

Formule de Grassmann

F et G sont des sous-espaces vectoriels de dimensions finies d'un espace vectoriel E.
On considere les applications linéaires suivantes :

d:FxG- E WV:FnG - FxG
(99 >f+g f (f.-f)

1. Démontrer queKer ¢ OF n G.
2. Endéduire une démonstration de larelation :
dim(F+G)=dmF+dimG-dim(F n G)
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1 Kerd={(f,g)UExFtelsquef+g=0} =Imy

De plus U est injective, donc induit un isomorphisme sur sonimage. Donc Ker ¢ OF n G.

2. Enoutre,Im¢ =F + G.
Appliguons lethéoreme durang a ¢, il vient :
dim(F x G) =dimKer ¢ +dmIm¢ =dim(F n G) +dim(F + G).
Et comme dim(F x G) =dim F + dim G, on obtient laformule de Grassmann :

dim(F + G) =dimF + dim G - dim(F n G)

Remarque : autre démonstration

On sait que F n G admet au moins un supplémentaire dans F.

Soit F' un supplémentairede F n GdansF: F=F O(Fn G)

On a, par conséquent : dmF =dimF -dim(F n G)

Montrons que : F+G=F0OG

D'une part, commeF n G OG: F+G=F+(FnG)+G=F+G
F'OF F=F'O(FnG)

D'autre part : FnG = FNnFnG = {0}

On adonc bien: F+G=F0G

On en déduit :
En combinant (1) et (2), on obtient :
dim(F +G)=dimF + dimG - dim(F n G)

dimF =dim(F + G) -dmG

)

Idée de la démonstration :

Considérer un supplémentaire
F'deF n GdansF.
Puis vérifier que F' est de

dimension “convenable’

@)
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