SOMMES DE RIEMANN

Contexte :
» f est une application continue définie sur un segment [a, b] et avaleursdans R.
* 0 =(&)o<i<n €t Une subdivision de[a, b]. (Celasignifie:a=ay<a; <..<a,=h)
* hestlepasdelasubdivision o. (Cest-a-dire: h= max(g,; — &) )
I
o Oi0[o,n-1],& O[a;, a+4].
n-1

On appelle alors somme de Riemann associée a(f, 0, (&) o<i<n) leTéEl : Z(ai+l -a)f (&)
i=0

Théoréme

n-1 b
lim 2 (@ =a) /@)= [ 109

Démonstration :
Montrons que la différence suivante peut étre rendue aussi petite que voulue :

n-1 n-1
[P Y (a-a)i) = Z(
i=0

i=0

Qv ol
2" iox-aa- )= X

' i=0

[ (ro-1& ))dx]

En passant aux valeurs absolues, on ala mgjoration suivante :

< ZU

i=0

i+l

n-1
‘I:f(X)dX - @ -a)f(&) f(x)—f(zi)|dx]
i=0

a,
g

Or, du théoréme de Heine appliqué a f continue sur le segment [a, b], on déduit :

f uniformément continue sur [a, b] (et donc aussi sur chaque [a;, &+1])
Cest-&-dire:

De O RY, M ORY, O y) Ofa bl*: (x=yl<n =1f() - f(y)| <€)
Pour une subdivision 6 depashtel que: 0<h<n,onaura:

Ox O [&41, &), K- &| < ani—a <hs<n

Ce qui entrainera: If) = f(€)|<e
Dans ces conditions, on peut écrire :

n-1 ! n-1
< ZU:ﬂedx] :Zs(am‘ai) =¢(b-a)

i=0 ' i=0

n-1
M:f(X)dX = Y (@ -a)fE)
i=0

n-1 b
Ceci prouve bien que : lim iz:(;(am—ai)f(ii): Lf(x)dx

Toute intégrale est donc une limite de somme de Riemann.

Remarque : le résultat ci-dessus reste valable s f est continue par morceaux. Il suffit de refaire la méme

démonstration avec des subdivisions adaptées a f.
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Casparticulier d'une subdivision réguliére:

Pour n O N°, on particularise: g, =a +i

a etEi:a;.(Donch:E)
n n

Onaadlors: Q- = —

n - +oo n

n-1
D'ou: lim 2—2 f(a+ib_ajzjbf(x)dx

Casparticulier desfonctions définiessur [0, 1] :

Laformule ci-dessus devient alors :

Remarque : en particularisant : gy =a +1i ~a eté=an
. —a & . . b-a b
Onaadors: lim —— f(a+(|+1)—]:j f(x)dx
Nno+o N 4 n a

n

lim 2—2 3 f(a+ib_a]:Ibf(x)dx

D'ou auss :
lim lzn:f(i—]: Ibf(x)dx
-+ n <\ n a
Exemples:
1. Etudier lalimite de la somme : v 1

+i
LA

On considére I'application f définie sur [0, 1] par f(X) = % .

1l 1 11
Onaalors: lim = = j —_
z 0l+x

n
. 1
lim Z—_:Inz
n - +oo - n+i

n-1

2. Etudier lalimite de la suite (uy) définiepar:un:nz 1_ >
s (n+i)
On considére I'application f définie sur [0 ; 1] par f(X) = @ 1 2
+X
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1
Onaalors: lim L 1. 2:I 1 .
N+ N = 1+L 0(1+x)
n
n-1
lim nz 1 5= 1
nete f=(n+i)° 2
1
|
3. Déterminer lalimite suivante : lim ((Zn).]n
n-+o  nin"

Pour toutn O N, ona:

(2 S o2 Sovcs 2§ ]2

k=n+1 k=1
s @nn 1< k
D'ou In(ﬁj i (éln(HH]]

On considere maintenant I'application f définie sur [0, 1] par f(X) = In(1 + X)

1
n

n-+o N

Onaaors: lim —Zln(1+ ] I:|n(1+x)dx:[(1+x)|n(1+x)—(1+x)]g:2|n2—1:|n4—1

1

e
D'ou : lim (@]n: ﬂ
n-+eo  nin" e
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