THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES

Enoncé du théoréme des valeurs intermédiaires :

Soit | un intervalle. Soient a et b dans| aveca<h.

Soit f une application continue sur l'intervalle | et a valeursdans R.
Soit A un réel compris entre f(a) et f(b).

Il existec dans|[a, b] td que: f(c) =A.

Illustrations

Cas d'une fonction monotone Cas d'une fonction non monotone

f(o) f(o)

f@ f@

Démonstration 1 al'aide de la borne supérieure :

Lemme 1 : propriété de la borne supérieure

Soit X une partie non vide et majorée de R. Soit ¢ sa borne supérieure.

Il existe une suite (x,) d'ééments de X qui converge versc.

Démonstration du lemme 1 :

Comme c est la borne supérieure de X, il est le plus petit des majorants de X :

Vee R],Ixe X telque:c—-e<x<c

. . * 1
En particulier : vVne N,3Ix,e X tddque:c— —=<x,<¢C
n

On en déduit (théoréme des gendarmes) que la suite (x,) converge versc.
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Lemme 2 : suites et application continue

Soit X une partie non vide de R.

Soit (%) une suite d'déments de X convergeant versun réd ¢ € X.
Soit f une application continue en ¢ et avaleurs dans R.

La suite (f(x,)) converge vers f(/).

Démonstration du lemme 2 :

Soit & € R . Alors, comme f est continueen /, on &
In eRY tel que: (x— (| <m = [f(x) - f()l<e)
Mais la suite (x,) converge vers /. Donc pour ce réel n ci-dessus, on peut trouver N € N tel que:
nN=N = [x,— /| <n

On adonc, par trangitivité desimplications :

n=>N = |f(x) - f()l<e

Ceci prouve que la suite (f(x,)) converge vers f(¢).

Démonstration du théoréme des valeurs intermédiaires :

Déga, s f(a) = f(b) alors nécessairement A = f(a) = f(b) et lethéoréme est vrai en choisissant c=a=bh.
Dans toute la suite, on peut donc supposer : f(a) < f(b). (Quitteaposer g=—f s f(a) > f(b)).

Notons: X={x € [a, b] telsque f(X) < A}

Cet ensemble X est non vide. En effet, f(a) < A, donca € X.

Cet ensemble X est major é par b (puisque X est un sous ensemble de [a, b]).

Donc X admet une borne supérieurec. (Etc € [a, b))

Montrons que f(c) < A :

Commec = sup X, il existe une suite (x,) d'ééments de X qui converge vers c. (Lemme 1)
Comme les x, sont dans X, on a: fx) <A
Or, f est continue en ¢, donc par passage alalimite (Lemme 2) :

flop <

Montrons que f(c) > A :

Déga, s c=baors f(c) = f(b) = A auqud cas |la démonstration sacheve.

Supposons désormais quec < b.

Commec=sup X,ona: vx e ]c, b], x ¢ X, cest-&-dire f(x) > A

Soit (y,) une suite d'déments de]c, b] qui converge vers c (Existe d'apréslelemme 1). On adonc:

flyn) > 2
Or, f est continue en ¢, donc par passage alalimite (Lemme 2) :
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f(c) = A

Bilan : on adonc f(c) = A, ce qui achéve la démonstration.

Démonstration 2 al'aide du théoréme des segments emboités :

Supposons f(a) < f(b). (Quitte a poser g =—f sinon)

Soit u lemilieu de[a, b].

Notonsa; =aetb;=us f(u) = A.

Notonsa; =uetb;=bs f(u) <A.

Aing, on atoujours: f(ay) < A < f(by)

En réitérant ce procédé, on construit, par récurrence, une suite de segments emboités :
[a,b] o[a, by >...o[an by ..

De plus, par congtruction, la longueur de [a,, b,] est b—na.

Les segments [a,, b,] ont donc des longueurs qui tendent vers 0. Les suites (a,) et (b,) sont donc adjacentes.

Notons c leur limite commune. Montrons que f(c) = A.

On a, pour toutn e N : f(a) < r < f(by)

Par passage alalimite: lim f(a) <A < lim f(by)
N—>-+o0 N—>-+o0

Or, f est continue, donc : f(c) <A < f(c)

Donc f(c) = A.

Attention : e théoréme ne Sapplique passi aet b € | . Considérer, par exemple, la fonction "partie entiére" E

qui est continue sur [0, 1[. On aE(0) = 0 et E(1) = 1. Maisil n'existe pasderéd c td que E(c) = %

Corollaire Image d'un intervalle par une application continue

Soit f une application continue sur un intervalle| et a valeurs dans R.

Alors f(I) est un intervalle.

Démondtration : on utiliseici lefait quelesintervalles de R sont les convexes de R.

Soient y; et y, dans f(I) avec y; < y». Il Sagit de montrer tout ément A de[yi, y-] est dément de f(l).

Commey; et y, sont dans f(1), il existea et b dans| tels que f(a) = y1 & f(b) = y-.

Commel est unintervalle, onafa, b] 1.

Comme f est continue sur [a, b] (puisque[a, b] = ), on a, d'apres e théoréme des valeurs intermédiaires :
VA € [y Y2, 3C € [a, b] tel que f(c) = A.

D'ou: & e f(I).

Donc f(1) est bien un intervalle.
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Remarque : on peut se demander si la condition "lI'image, par f, de tout intervalle est un intervalle' entraine la
condition " f continue". C'est faux. Considérer |'application f définie, sur R, par :
sinE s x#0
f) = X (ou i e [-1;1]).
AS x=0
f est non continue en O, et pourtant, pour tout intervalle | contenant O, on a f(I) =[-1; 1].
Par contre, c'est vrai S f est monotone, voir ce document :

http://perso.wanadoo.fr/qgilles.costantini/agreg_fichiers/connexes.pdf
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