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|. Par la méthode de Walllis

Tt
1. OnposeC,= IOZ cos’(t) dt .

a) Calculer Cyet C;.
b) Pour n = 2, exprimer C, en fonction de C,,-,.

¢) Endéduirelesvaleursde C,, et de Cyne1.

d) Calculer lim i.

-+
N-+o Lontl

|
€) Endéduire: _ent \/7 v2n+1

(2n-1!!

Tt n
- 1
2. On poselnzjztzcoszn(t) dt etunzz:F.
0
p=1

a) Démontrer que u, < 2 (On > 1). En déduire que (u,) admet une limite €.
b) Pour tout n > 1, exprimer |, en fonction de I ,-;.

6

o T[T (2n)!!
Endé&d —|—-u,|= ——,
c) En wrequeﬂr(6 un] 2n-Dii n
™ 1 m
d) Démont I ——etendedwre uef = —.
) Démontrer quel, < 1 o+l que g 5

Il. Par le lemme de Riemann-Lebesgue

Lelemme: Soit f une fonction de classe C! sur un intervalle [a, b] & valeurs dans C. Soit A un réel.

b iAt
Alors I|m eMf(t)dt=0.
a

A > 40

1. Démontrer lelemme pour f de classe C. (On pourraintégrer par parties)

* 11
2. Déterminer deux réelsa et btelsque, pour tout n O N : I (at? +bt) cos(nt) dt = iz
0 n

(n+1)it it
3. Démontrer que ZCOS( pt) = Ree—1 pour tout t # 2krt En déduire que:
e
p=1

ii:iRej"t“ 210 (g gt

p2 2-,-[ 0 elt -1

4. Démontrer que lafonction f définie sur 10, T par f(t) = (e = 1) se prolonge en une fonction de classe C*
gt —

sur [0, 1.

!
5. A l'aide du lemme, déduire des questions précédentes que z —2 = % .
p:
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lll. Par la méthode de Holme et Papadimitriou

1. Démontrer que pour tous 8 [1]0, g[ eenON":

n
sn(2n+1)0=sn""'6 »" (-1

j=0

On considére, pour n 0 N, le polyndme P,, défini par :

2j+1
n+1l

(cotanze)n_J

[On pourra utiliser laformule de Moivre]

Po= 3 (DI CZlix

j=0

Démontrer que les n racines de P,, sont lesréels: ay = cotan?

_n2n-1
3. Montrer que: I(Z:lcotan Tl 3 ]
4. Démontrer que, pour tout 8 (110,
n
1 +

5. Démontrer que: — ™ n@n-1) _ Y < ™ n(2n+2) 2

3 (n+1® gk 3 (2n+1)?
6. En déduire Ziz_ ™~

k=1

Remarque : la méthode ci-dessus peut se généraliser afin de calculer Z

IV. A I'aide des séries de Fourier

N

+1

g[,ona:s'n6<6<tan6. En déduire : cotan® 6 < ei2<1+cotan26.

1

1
4 _6

k=1

Soit f : R — C, 2repériodique, impaire telle que : Ot 0010, 1, f(t)

=letOnOZ, f(n)=0

1. Cdculer les coefficients de Fourier (trigonométriques) a, et b, définis, pour tout n O N, par :

P J’Z"f(t)cos(nt)dt o b=+ jznf(t)sn(nt)dt
TTJO Jo

Démontrer que lasérie S(f) de Fourier de f définie pour tout t O R par :

p
SN = 2+ Y (a, cos(nt) + by sin(nt)
n=1

converge simplement vers f sur R.

8

L. T On peut auss retrouver ce
3. Endeduire: =— résultat & l'aide du DSE de
= 4 I'Arctan.
4 2
4. A l'aide delaformule de Parseval, démontrer que la série ——— | converge. En déduire:
S\ m2p+1)
s 1 _.r
= (2p+1* 8
o 2
5. Endéduire: ziz: T[—.
= Kk 6
k=1
Autour de zéta(2) Page 2 G. COSTANTINI



- Solutions -

|. Par la méthode de Walllis

Tt
1. OnposeC, = IOZ cos’(t) dt .

a) Cozg eC =1

b) Co= | fcos“(t) dt = J.fcos(t) cos™ (1) di
En intégrant par parties (u'(t) = cos(t) ; v(t) = cos" %(t) ), il vient :

C.=(n-1) J' fsinz(t) cos2(t) dt = (n - 1) J' 05(1— o (1)) cos™2(t) dt = (n - 1)(Crs - Cy)

D'oil C, = ”T'l C.on.

(Z(ZH;)"'Coz(zn—l)!!E - (!t o _ (2

()il 2 T @n+D)n T @n+nn’
I I

d) Onadga: 1< —" Can . Enoutre, Can <C2”1— (2n=2)1(2n+1)! 2n+1.D'ou lim i:1.

Con+1 Coner Connt (2n-Dh@nt 2n n-+o Conyg

Con - 2n-DU2n+ DU 1 (2n-i)®
0 C2n+1_ (2n)!1(2n)!! 2 =(@2n+1) - ((2)” j , d'ol 2n-D11 \/7«/2n+

¢) On en déduit (récurrence) que: C,n =

Tt n
- 1
2. On poselnzjztzcoszn(t) dt etunzzF.
0
p=1

L <i i donc
p

p(p-0)  p-1

01
=

<1- 1< 1 dotu,<2(n> 1)
p:2p n

a) Pourp=>2o0na: iz<
p
En outre, (u,) est croissante donc admet une limite § < 2

b) I, = J'ftzcoszf‘(t) dt = jftzcos(t)coszn_l(t) dt:—%cn+(2n—1) J’ftzsinz(t)coszf“z(t) dt

N 1 : 1 2n-)' m 2n-1
Doul,===Cy+(2n—-1)(In-1 — |, et par suite, |, =——— —+
0= Gt =Dl — ) etp " T en 4 on

In-1.

n-

6 I
¢) On en déduit (récurrence) que LY LI U, | = _entt I
4\ 6 (2n-n

11
d) Comme, sur [0, E], onat < Esin(t), il vient: 1, < i J. 2sin(t) cos?(t) dt < i 1
2 2 4 Jo 4 2n+1’

Il
Dot &M o \/E\/znuiL qu'OUE:ﬁ.
2 4 2n 6

(2n-1n! +1
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Il. Par le lemme de Riemann-Lebesgue

1. Lesapplications f ett > €' étant de classe C* sur [a, b], on a, par une intégration par parties :

i b i
[fenrma= {f(t)?—ﬂ [P o= X 0 - e - [T o]

D'ou :

[ " (1) | < ﬁ [|f(b)|+|f(a)|+ | blf'(t)ldt}

NotonsM = sup |f'(t)| (existe car, par hypothese, f' est continue sur le compact [a, b])
tOa,b]

Ains :

0<

‘[bei“ £(t) dit| <

ﬁ (£ +|f (@] + b-a)M]
D'ou:
b .
lim ae'“f(t) dt = 0.

2. Lesfonctions considérées étant de classe C* sur [0, T, on a, al'aide d'intégrations par parties :

I —j (at® +bt) cos(nt) dt—[(at +bt)sn:]nt)} I (2at +b) sin(nt) dt

’ {[(2 at +b) cos(nt)}
n n

Lacondition I, = iz On O N” séerit encore : (2am+ b)(-1) -b=10n 0N,
n

n2

—f Cos(m)dt} (2am+b)(-1)" - b
n

0

Si nest pair, on obtient : a = 2—1H.Si n est impair, on obtient : b = -1.

1
Bilan: on donc: ij‘ t(t — 2m) cos(nt) dt = iz
2mJdo n

eit (1_ eint) _ e(n+1)it _ eit
1-¢lt - gt —1

n
3. Commet # 2kmona: Ze"’t =
p=1

(somme de termes d'une suite géométrique)

it

(n+1)it _ -

En passant ala partie réelle, on obtient : ZCOS(pt) Ree

p=1

n n n
- . 1 1¢m 1¢m
En utilisant laquestion 2, on a: —= ) | tt-2mt)cos(pt)dt=_——| t(t-2mt)) cos(pt)dt
2= 2ol anlo -2

t-1

n
\ N , Z 1 1 T[t(t 2T[) |(n+1)t it
Et d'apres ce qui précede : —=—Rej -e |dt.
aprés ce qui p ;pz o oe—l( )
4. Lafonctiont > €' est dérivable en 0. Onadonc :
et-1
lim
t-0 t

On en déduit :
lim t(t —211)
t-0 g'-1
Lafonction f admet un prolongement continu en 0.
Pour toutt (0 ]0, {, on a:
(2t - 2m)(e" -1) - (t2 - 2mt)ie"
(eit _1)2

f'@=
Auvoisinagede O, ona:
(2t - 2m)(it — t22 +0(t2)) - (t2 - 2m)i(1+it + o(t))
(it +o(t))?

f=
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En développant puis simplifiant :
, it? - mt? + o(t?
o=t
-t“+o(t%)

D'ou:

limf'@)=m—i

t-0
Lafonction f se prolonge bien en une fonction de classe C* en 0.

5. D'apreslelemme de Lebesgue, on adonc :

T - .
lim [ U= 2D g = g

e+ Jo et -1

D'ou:
! Tt(t — :
2_2 :—iReJ. t(t_t 21) it ot
p=lp 2n o e'-1
it
Or, Re ne—: 1 d'ou
Z—Z:—ij' t(t—2n)dt:—i(ﬁ—n3): L
p:l p 4T[ 0 4T[ 3 6

[ll. Par la méthode de Holme et Papadimitriou

1. D'apréslaformule de Moivre et laformule du binbme, pour tout 6 [ 0, g [eenON", ona:

2n+1
cos(2n +1)0 +i sin (2n + 1)8 = (cos 6 + i sin 8)™™" = ZCZKMi" sin“Bcos?" kg
k=0
Lesimaginaires sont obtenus en ne gardant, dans la somme, que les entiers k impairs, c'est-a-dire de laforme

k=2j+lavecO<j<n:

isin(2n+1)0= En:c:zzni:lli21*1sin2i+1ec052“‘2j ]
j=0
or,i?=ixi?=ix(-1).
Enoutre:
sn?'9 cos™? 6 =sin"™'9 sin” "0 cos™? 6 = sin”™'0 (cotan’? )" .

D'ou, en passant ala partie imaginaire :

sin (2n + 1)0 = sin®™g zn: (-1)! c2l Ill(cotanze)n_j

j=0
2. Lepolyndme P, est de degré n donc possede au plus n racines.

, 1< k<n,sont élémentsde]O,E[, doncsin krt
2 2n+

Lesréds kit # 0 et les nombres ay sont bien définis.
2n+1 1

. . o - it N
Drautre part, lafonction cotan est continue, décroissante et positive sur ]0, > [. 1 en vadonc de méme dela

fonction cotan qui induit une bijection de 0, g [ dans]O0, +oo[.
Donc lesréels ay sont distincts.

D'apréslaquestion 1, pour tout k 0 [1, n], ona:
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n n-j .
i 2 krt sin(km)
P.(0y) = -1)! 2"'{cotanz ]J = =0
Ch 12;)( ) Co ot gnzm( -
2n+

kmt
+1

n
2% ="
k=1

n
En appliquant ce résultat au polyndme P, = z (-1)/cAHxX") ona:
j=0

z C2n+1 n(2n-1
Q= on+1 3

Lesn racines de P, sont bien lesréel : a, = cotan? 1<k<n.

3. D'apreslesformules de Newton, ona:

Donc : z cotan?

n+1

4. 11 suffit d'étudier les variations des fonctions ¢ : 8 > 86 —sinB et Y : 6 > tan 6 — 6. On constate que ces

deux fonctions sont strictement croissantes sur ]0, g[ (0'(6) = 1 — cos © et Y'(6) = tan’6). Et comme
$(0) = Y(0) = 0, on en déduit que ces fonctions sont strictement positives sur |0, g [.
D'ou I'encadrement : sin 6 < 6 <tan 6 pour tout 6 (1]0, g [

En inversant cet encadrement (lafonction "inverse" étant strictement décroissante sur 10, > [), on obtient :
1 1 1
— < —<—
tan@ 6 sind
Puis, en élevant au carré (t > t% étant strictement croissante sur R™) :
cotan® 6 < eiz <1+ cotan® @

5. AvecB= ki a]o, I [, I'encadrement ci-dessus devient :
2n+1 2

2
+
@n+1)” 1 + cotan® k.

cotan? <
2n+1 k212 2n+1

Et en sommant pour k allantdelan:

(2n+1)? kmt
Zcotan on+l Tzk2<n+Zcotan on+l

k=1

Et d'apréslaquestion 3 :

2n-1) (2n+1)? = 1 2
nen )<(nn+2) Zp<”(”;)

™ onen-y) yi 1l m nen+2)

D'ou: S’
3 (2n+1)” {HK 3 (2n+1)?

6. En appliquant le théoréme des " gendarmes’, on obtient immediatement : Zk—lz = % .
k=1
. : e - 1 - 1
Remarque : la méthode ci-dessus peut se généraliser afin de calculer 2—4 Z_a
k=1 k=1
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IV. A l'aide des séries de Fourier

Soit f : R — C, 2repériodique, impairetelleque: Ot 010, 1, f() =1etOn O Z, f(n) =0

1. Lescoefficients de Fourier (trigonométriques) a, et by, sont, pour tout n O N :

1 2 L
a, = Ejo f(t)cos(nt)dt =0 car f estimpaire

1o 2 o 2 n_ 21-(-2")
b,= = t t)ydt= — t)ydt=-— ) = ————
T[IO f©sn(ny T[IOsm(n) m_[[cos(n )]0 nrt
4
On adonc, pour tout p O N : byp=0 et bypyy = ———
p p 2p 2p+1 (2p+l)T[

2. Lafonction f est C' par morceaux et égale & sarégularisée. D'aprés le théoréme de Dirichlet, la série Si(f) de

Fourier de f converge smplement vers f sur R. Etonaalors:

>, < 4 .
f) = ;bnsn(no: stn«mﬂ)t)

p=0
N T T 4 = (-D)P On peut aussi retrouver ce
3. Enparticulier pourt = E: f(—] ==X Z£ ) résultat al'aide du DSE de
2 n p=0 p+l I'Arctan.
®_(_1\P
or, f{ Z|=1,dou: z(l) =-I
2 2p+l1 4

&) 2 -
125 273 M) < mell 00

n=1 p=0 p=0

On adonc bien: z;: %

5. Les séries de terme général

1
(2p)® & (2p+1)°

3w 1 _T1
D'ou : 22_2_?
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-1
DIt

k=1

®  nk
Remargue : la méthode ci-dessus permet de calculer facilement : Z ( klz) = 1[2—2 .
k=1
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